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❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✳ ▲❡s ❧♦♥❣✉❡s ❞✐s❝✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✉✐ ♦♥t ♣✉ s♦✉✈❡♥t ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ré♣♦♥s❡s à ♠❡s q✉❡st✐♦♥s✳
❏❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r P❤✐❧✐♣♣❡ ❇r❡ss♦❧❡tt❡ ❡t P✐❡rr❡ ❇r❡✉❧✱ ❝♦✲❡♥❝❛❞r❛♥ts✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣r♦♣♦sé
❝❡ s✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❞✐r✐❣❡r ♣❛t✐❡♠♠❡♥t✱ ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ❧❡✉rs
❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❝♦♥st❛♥t ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏✬❛✐ ❡✉ ✉♥ ré❡❧ ♣❧❛✐s✐r à tr❛✈❛✐❧❧❡r à ❛✈❡❝ ✈♦✉s✳
❏❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ●✐❧❧❡s ❙❛✉ss✐♥❡ ♣♦✉r s❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡s
❝♦♥s❡✐❧s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ q✉❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❡t s♦♥ s♦✉t✐❡♥t ♠♦r❛❧
♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✐✣❝✐❧❡s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ♦♥t été ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❛♥s ❧✬❛❜♦✉t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r②✳ ▼♠❡ ❆ré③♦✉ ▼♦❞❛r❡ss✐ ❡t ❆❤♠❡❞ ▼❡❜❛r❦✐ q✉✐ ♠✬♦♥t
❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ❝♦♥s❛❝r❡r ❞✉ t❡♠♣s à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt❡✉r✳ ❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉✐t❡ à ❧❡✉r ❧❡❝t✉r❡ ❛tt❡♥t✐✈❡✳ ❊♥✜♥ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❆❧❛✐♥ ▼✐❧❧❛r❞
♣♦✉r s❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛✉ ❥✉r②✱ ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ❛ ♣♦rté ❛ ♠♦♥ s✉❥❡t ❡t s❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✳
❏✬❛✐ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✲
✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙◆❈❋✳ ❏❡ t✐❡♥s à ❢❛✐r❡ ♣❛rt ❞✉ ♣❧❛✐s✐r q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ à ❝ôt♦②❡r ✑❧❡s ❣❡♥s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✑ ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❋❧♦r❡♥❝❡ ▼❛r❣✐♦❝❝❤✐ ❡t ❏érô♠❡ ❈❤❛❧❛♥s♦♥♥❡t ♣♦✉r ❧❡✉r ❛✐❞❡ ❛♣♣ré❝✐❛❜❧❡ ❡t ❛♣♣ré❝✐é❡ ❞❛♥s
♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡✉r r❡❧❛t✐♦♥ ❛♠✐❝❛❧❡ ❡t ❧❛ ❇♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ▲❛✉r❡♥t ❙❝❤♠✐tt✱
P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ●❛✉t✐❡r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❆❧❛✐♥ ❘♦❜✐♥❡t✳
❏❡ ♥❡ ♣❛ss❡r❛✐s ♣❛s s❛♥s ❞✐r❡ ▼❊❘❈■ ❡t t♦✉s ❝❡✉① q✉❡ ❥✬❛✐ ❝ôt♦②é ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡s ✿ à
❱✐r❣✐♥✐❡ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❧❡ ❜✉r❡❛✉ ✭❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s q✉❡
❝❡❧❛ ❛ ❡♥tr❛î♥é✮✱ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡✱ ❊st❡❧❧❡✱ ❋❧♦r❡♥t✱ ❈❤r✐st✐♥❡✱ ❇❛❞r❡❞❞✐♥❡✱ ❙ô♥❦❡✱ P❤✉♦♥❣✱ ❘♦❜❡rt✱
❙♦✜❛ ✳✳✳ ▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t ✈♦♥t ❛✉ss✐ à ♠❡s ❛♠✐s ❞❡ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❡rr❛♥❞ ✿ ❋❛té❤✱ ❍❛ss❛♥✱ ▼❛❤♠♦✉❞✱ ◆✐✲
③❛r ❡t ♠❡s ❛♠✐s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦té ❞❡ ❧❛ ♠é❞✐t❡rr❛♥é✳ ▼❡r❝✐ à ❆❤❧❡♠ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t s❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♥✬❛✉r❛✐t ♣✉ ❛❜♦✉t✐r s❛♥s ❧✬❛✐❞❡ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠❡s ♣❛✲
r❡♥ts q✉✐ ♠✬♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣é ❡t s♦✉t❡♥✉ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s ❛♥♥é❡s✳
◗✉❡ t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s ❡t ❝❡✉①✱ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣r♦❝❤❡s✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é✱ s❛❝❤❡♥t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ✐❝✐
✉♥❡ ♠❛rq✉❡ s✐♥❝èr❡ ❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡✳
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❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❜❛❧❧❛sté❡ s♦✉s ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ s♦♥t ❛❧♦rs✱ ❞✬✉♥❡
♣❛rt ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❜❛❧❧❛sté❡ ♣❛r ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞✬❡♥tr❡t✐❡♥✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ❜❛s❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✉ ♣é♥étr♦✲
♠ètr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ P❛♥❞❛ ❡t ❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐s✲
t✐q✉❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❡♥t❛❝❤❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡
❧❛ ✈♦✐❡✳ ❆✜♥ ❞✬❡♥ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊❋✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡st✐♥é❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡
s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
ré♣♦♥s❡ ♦✉ ❞❡ t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✐é❡ à ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ✿ r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡
❛✈❡❝ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❜❛❧❧❛st ❡t ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ♣❛r ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♠♦♥tré ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛♣♣♦rt ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs t②♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t s✉rt♦✉t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s r✐sq✉❡s ❞❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s
❜é♥é✜q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✱ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ✜❛❜✐❧✐té✱
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳
❆❜str❛❝t
❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡s❡❛r❝❤ ✐s t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❜❛❧❧❛st❡❞ tr❛❝❦ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ❝♦♠✲
♠❡r❝✐❛❧ tr❛✣❝✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❝❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦ ✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦✲
❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦sts✳
❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛✲
♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳ ❆ t❡❝❤♥✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❡♥❡tr♦♠❡t❡r P❛♥❞❛ t♦ ❣❡♦❡♥❞♦s❝♦♣②
✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❝❦ ❧❛②❡rs t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❛✲
t❛❜❛s❡✳ ❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❛♠♣❧❡s ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♦❢ t❤❡ tr❛❝❦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❋❊ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡
st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ tr❛❝❦ s❡❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♣r♦❝❡ss ♦r ❛♥② ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧ st✉❞② t♦ q✉❛♥t✐❢② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛✲
r✐♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✿ r❛✐s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✱ s✉❜❜❛❧❧❛st ❧❛②❡r tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❞r❛✐♥❛❣❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❡ ❣r❡❛t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧❛tt❡r t②♣❡s
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s♣♦♥s❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞r❛✐♥❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t r❡♠❛✐♥s ♠♦r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ✇❛② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❛❢❡t②✳
❑❡②✇♦r❞ ✿ r❛✐❧✇❛② tr❛❝❦s✱ st♦❝❤❛st✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❀ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳
✷
✸
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✹✳✷ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ △CVM1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à 0.4CV expYi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yi✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✸ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s r❡t❡♥✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✹✳✹ ❈♦rré❧❛t✐♦♥ CYi,Yj ✭✪✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✳❛✳ Yi✱Yj ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✹✳✺ ▼♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Mi, i = 1, ..., 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✹✳✻ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✶✵
✹✳✼ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M4 = N˜L ✭♠✮ ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✹✳✽ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ M3 = Rd ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✹✳✾ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M1 = Sd ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✹✳✶✵ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M2 = Sa ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✹✳✶✶ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✹✳✶✷ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M4 = N˜L ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✹✳✶✸ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M3 = Rd ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✹✳✶✹ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M1 = Sd ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✹✳✶✺ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M2 = Sa ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✹✳✶✻ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳ ✶✶✸
✹✳✶✼ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M4 = N˜L ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✹✳✶✽ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M3 = Rd ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✹✳✶✾ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M1 = Sd ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✹✳✷✵ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M2 = Sa ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✹✳✷✶ ▼♦②❡♥♥❡s ❡t é❝❛rts✲t②♣❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳✶✶✽
✹✳✷✷ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ CYi,Yj ✭✪✮ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ✭Yi✱Yj✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✹✳✷✸ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲❧✐♥❞ ✭βHL✮ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❛♥❛❧②sés✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✹✳✷✹ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ✭βHL✮ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Pf ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❛♥❛❧②sés✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✹✳✷✺ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ✭βHL✮ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Pf ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❛♥❛❧②sés✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✹✳✷✻ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ✭βHL✮ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❛♥❛❧②sés✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✹✳✷✼ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ✭βHL✮ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❛♥❛❧②sés✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✶✶
■◆❉❘❖❉❯❈❚■❖◆ ●❊◆❊❘❆▲❊
❉❛♥s s♦♥ ❧✐✈r❡ ❜❧❛♥❝ s✉r ❧❡s tr❛♥s♣♦rts ❬✺✽❪✱ ❧❛ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ❊✉r♦♣é❡♥♥❡ ♣ré✈♦✐t ✉♥ rééq✉✐❧✐❜r❛❣❡
❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt q✉✐ ❞❡✈r❛✐t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ❞✬✐❝✐ ✷✵✷✵ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✺ ✪
❞✉ tr❛✜❝ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉t❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
❧❛ ❋r❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞✉ tr❛✜❝ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t
❣r❛♥❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ✉♥❡ r❡♠✐s❡ à ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣♦rt✐♦♥s ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❛♣♣❛r❛ît ✐♠♣ér❛t✐✈❡
♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t♦♥♥❛❣❡s✱ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❞❡s ❝❤❛r❣❡s à ❧✬❡ss✐❡✉ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t
❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❡t ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✳ ❆✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛✜❝✱ ✐❧
❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s r❡♠✐s❡s à
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✐❣♥❡s✱ ❛♣♣✉②é❡ s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥♥♦✈❛♥t❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❛♥t✱ s✉r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s
✐♥♥♦✈❛♥t❡s✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ■♥♥♦tr❛❝❦ ✭■♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❚r❛❝❦ ❙②st❡♠s✱ ♦✉ s②stè♠❡s ✐♥♥♦✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛
✈♦✐❡✮ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳ ■❧ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ à
❤❛✉t❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭s✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s ❤❛✉t❡♠❡♥t s♦❧❧✐❝✐tés✮ ❡t à ✉♥ ❝♦ût ❛✉ss✐ ré❞✉✐t q✉❡
♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥♥♦tr❛❝❦ ❛ss♦❝✐❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❛❝t❡✉rs ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ✕ ✐♥✲
❞✉str✐❡❧s ❞✉ s❡❝t❡✉r ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❡t ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s✱ ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡s ❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s
✭●■✮✱ ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s ✭❊❋✮ ❡t ✐♥té❣r❛t❡✉rs ❞❡ s②stè♠❡s ✕ ❛♣♣✉②és ♣❛r ❧❡ rés❡❛✉ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ✕ ❡♥
♠❛t✐èr❡ ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡ ❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✕ ré✉♥✐ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐♦♥ ❊✉r♦♣é❡♥♥❡✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
❞✬✉♥ ❝♦ût ❣❧♦❜❛❧ ❡st✐♠é à ✶✽✱✻ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❡✉r♦s✱ s✬❡st ét❡♥❞✉ s✉r ✸ ❛♥s✳ ❯♥ ❞❡s t❤è♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s
❛❜♦r❞és ❝♦♥s✐st❛✐t à ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ❞❡s ✈♦✐❡s✳ ❈❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❢♦r♠❛♥t ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳
▲❡ t❤è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣r♦♣♦sé s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ✈♦✐❡ ❜❛❧❧❛sté❡ s♦✉s ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡✳ ▲❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦♥ér❡✉s❡s ❡t ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢❛✉ts
❞❡ ✈♦✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥s très ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t
à ❝❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❜❛❧❧❛sté❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡
s♦♥t ❞❡s ❡♥❥❡✉① ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❡t ré❞✉✐r❡
❧❡s ❝♦ûts ❞✬❡♥tr❡t✐❡♥ ❞❡s rés❡❛✉①✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛s♣❡❝t é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ♣r❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❛♠♣❧❡✉r
❛✈❡❝ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ à ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✳
■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❡t ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞❡s r❡♠✐s❡s à ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✐❣♥❡s✱ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥♥♦✈❛♥t❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡s ♠♦②❡♥s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s s♦♥t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✉t✐❧✐té
♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s s✬✐❧s s♦♥t ❝♦✉♣❧és à ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳
▲❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝r✉✲
❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡s ❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣ré❝✐s✱ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝✐❜❧❛❣❡
❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t✐✈❡s ❡t ✉♥❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞ét❡❝tés ❧♦rs ❞❡s t♦✉r♥é❡s
❞✬✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❛r ▼❛✉③✐♥ ♦✉ ■❘■❙✸✷✵ ❬✷❪✳ ▼✐s à ♣❛rt ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❧❛
✶✷
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s r❡st❡ ♣❡✉ ré♣❛♥❞✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠❡s✉r❡s s♦♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
▲❡ r❡❝♦✉rs ❛✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡st q✉❛♥t à ❧✉✐ ❢réq✉❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✲
r✐❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦✐❡s
❢❡rré❡s ♠❛✐s ✐❧s s♦♥t r❡str❡✐♥ts ❛✉ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ♥✬♦♥t ♣❛s ❛❜♦r❞és ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✳
❖r ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❛ ♣r✐s ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té q✉✐
t♦✉❝❤❡♥t ❧❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s ❡t ❞❡s r✐sq✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥❝♦✉r✉s✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r êtr❡ ré❛❧✐st❡✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ✈✐❛ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❛❞❛♣té❡✱ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✱ s♣❛t✐❛❧❡s ❡t✴♦✉
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡t ❞❡ s♦♥ s✉♣♣♦rt✳
❈❡t ❛♣♣♦rt ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r à ✉♥ st❛❞❡ ♣❧✉s é✈♦❧✉é ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❡st
s✐❣♥❛❧é ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❬✺✸✱ ✸✸❪ ♦✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r♦✉❡✲r❛✐❧ ❬✼✻❪✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r
❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✳ ▲❡ r❡❝♦✉rs ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✕
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✕ s✬✐♠♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s
❢❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❬✶✶❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t✱ à ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛
✈❛r✐❛❜✐❧✐té q✉✐ ❡♥t❛❝❤❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❝❡tt❡
✜♥✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❡rt✱ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t✱ ❡♥ s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ r✐sq✉❡ ✭♦✉ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✮✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ r✉✐♥❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ❛❝t✉❡❧s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❛✉s✲
❝✉❧t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s✱ ❡♥ ♣rêt❛♥t ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦✉♣❧❛♥t ❧❡
♣é♥étr♦♠ètr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ P❛♥❞❛ ❡t ❧❡ ❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣❡✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠❡s✉r❡
s✉r s✐t❡s ré❡❧s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❡t à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲❡
tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s
❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✳
✶✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❖✉t✐❧s ❞✬❛✉s❝✉❧t❛t✐♦♥ ❡t ❛♥❛❧②s❡
st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦❧s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❬✷✸✱
✻✶✱ ✻✷❪✳ ❊♥ ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝
❞és♦r♠❛✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❞✬❛❜♦✉t✐r à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛♣♣r♦❝❤és ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧s ✭❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✱ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té✱ rés✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❡t❝✳✮❬✻✺❪✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s s♦❧s ❝❧❛ss✐q✉❡ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❡♥
❝❤♦✐s✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s r❡st❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s
❞é❧✐❝❛t❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r ♣r❛t✐❝✐❡♥✳ ▲❛
✈❛r✐❛❜✐❧✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦❧s✱ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ét❛t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❡①té✲
r✐❡✉rs ✭❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮ s✉r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❢♦♥t ❞❡s s♦❧s ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❤étér♦❣è♥❡s✱ r❡♥❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❝❡
❝❤♦✐① ❞✐✣❝✐❧❡✳
❉❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s s♦❧s ❡st ❛♣♣❛r✉❡ q✉✐ s✬❡st ✜①é❡
♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ tr❛✐t❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s s♦❧s ❡t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❡t ❧❡s r✐sq✉❡s ❡♥❝♦✉r✉s ❬✷✸✱ ✻✶✱ ✻✷❪✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s❡ ❜❛s❡♥t s♦✉✈❡♥t s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡s
❝♦rré❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✲
❝❡rt❛✐♥s✱ ♦✉ ♣❛r ❞❡s ❝❤❛♠♣s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛❧♦rs ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❡t✴♦✉
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① à ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛❜✐✲
❧✐té ❞✉❡ à ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ♥❛t✉r❡ ❞❡s s♦❧s✮✱ ❧❡✉r ❣é♦♠étr✐❡ ✭❣r❛♥❞s ❧✐♥é❛✐r❡s✮✱ ❧❡✉r
♠♦❞❡ ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❡♥tr❡t✐❡♥ ❡t à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡
r❡❝♦✉rs ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦❧s ✐♥ s✐t✉ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s
♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s ♣❡✉t ♥é❝❡ss✐t❡r ❧✬✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❞✉ tr❛✜❝ ❡t ❞♦♥❝ s✬❛✈ér❡r très ❝♦ût❡✉① ♣♦✉r ♦❜✲
t❡♥✐r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢✳ ❈♦♥s❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✱ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ s✬❡st ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s
❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞é❞✐és ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ✭▼❛✉③✐♥❬✷❪✱ ❘❙▼❱❬✶✸❪✮ ♦✉ ❛ ❛❞❛♣té ❞✬❛✉tr❡s ♦✉t✐❧s
♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s ✭P❛♥❞❛✱ ❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣❡✱ P♦rt❛♥❝❡♠ètr❡✱ ●é♦❛❞❛r✮✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ❝❡s
♦✉t✐❧s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱ s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡ ✐♥❝❧✉❡✱ t❡❧❧❡s q✉❡
❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s✱ ❞é✢❡❝t✐♦♥s✱ ♣♦rt❛♥❝❡✳✳✳✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
❡①❛❝t ❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❞é❢❛✉t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧s ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ✭❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐❝♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡s✮✳
✶✹
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ❡t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❛✉s❝✉❧t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✳ ◆♦✉s ♣rêt❡r♦♥s ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
❝♦✉♣❧❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣é♥étr♦♠ètr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ P❛♥❞❛ ❡t ❞✉ ❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡
q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ s♦❧ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❡♥s✉✐t❡
❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❛✜♥ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞❡
❝❡❧❧❡s✲❝✐✳
✶✳✷ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s ✿ ❧❡s ✈♦✐❡s s✉r ❜❛❧❧❛st ❡t ❧❡s ✈♦✐❡s s✉r ❞❛❧❧❡✳ ▲❡s ✈♦✐❡s ❜❛❧❧❛sté❡s✱
❧❛r❣❡♠❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ s♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡st ✉♥ s②s✲
tè♠❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❡t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐
tr❛♥s♠❡tt❡♥t à ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✱ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s r♦✉❡s✳ ▲❛ ✈♦✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① r❛✐❧s ❞♦♥t ❧✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❡t ❧✬é❝❛rt❡♠❡♥t s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥✉s ♣❛r ❞❡s tr❛✈❡rs❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r
✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❬✼✾❪✳
▲❡ r❛✐❧ ❛ ♣♦✉r rô❧❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❡✱ ❞❡ ré♣❛rt✐r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛✈❡rs❡s
❡t s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt✱ ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❡✛♦rts ❧❛tér❛✉① ❡t ❞❡ ❧❡s tr❛♥s♠❡ttr❡ ❛✉① tr❛✈❡rs❡s ❡t ❛✉ s✉♣♣♦rt✱
❡t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ r♦✉❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ t♦✉t ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❡✛♦rts ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ❡t ❞✬❛❝❝é❧é✲
r❛t✐♦♥ ♣❛r ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ▲❡s r❛✐❧s ❝♦✉r❛♥ts✱ ❞✐ts ✧❱✐❣♥♦❧❡s✧ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✷✮ s♦♥t ❢❛❜r✐q✉és ❡♥ ❛❝✐❡r ❧❛♠✐♥é ❡t
❝♦♠♣♦sés ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣✐❣♥♦♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❛❝t r♦✉❡✲r❛✐❧✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♠é❞✐❛♥❡ ♠✐♥❝❡ ❛♣♣❡❧é❡ â♠❡ ❡t
❞✬✉♥ ♣❛t✐♥ q✉✐ tr❛♥s♠❡t ❧❡s ❡✛♦rts ❛✉① tr❛✈❡rs❡s✳
▲❡s s❡♠❡❧❧❡s s♦✉s r❛✐❧ ♦♥t ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ❡✛♦rts ❞✉ r❛✐❧ ❛✉① tr❛✈❡rs❡s ❡t ❞✬❛♠♦rt✐r
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✭❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✮✳ ▲❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❡♥ ❢♦♥t
✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ❊❧❧❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❡rs❡s ❜ét♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦té❣❡r ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❞❡s ❝❤♦❝s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❞❡ rét❛❜❧✐r ❧✬é❧❛st✐❝✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s tr❛✈❡rs❡s ❜♦✐s✳ ▲❡s ❛tt❛❝❤❡s ❞❡
r❛✐❧ s♦♥t ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ❛✉① tr❛✈❡rs❡s✳
▲❡s tr❛✈❡rs❡s ♦♥t ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ s✉♣♣♦rt ♣♦✉r ❧❡ r❛✐❧ ❡t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❡ ✜①❡r ❡t ❞❡
tr❛♥s♠❡ttr❡ ❛✉ss✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ❡✛♦rts ❞✉ r❛✐❧ ❛✉ ❜❛❧❧❛st t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧✬❛❧✐❣♥❡✲
♠❡♥t ❡t ❧✬é❝❛rt❡♠❡♥t ❞❡s r❛✐❧s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ tr❛✈❡rs❡s ❜ét♦♥ ✿ ❧❡s tr❛✈❡rs❡s ♠♦♥♦✲❜❧♦❝s ❡t
❧❡s tr❛✈❡rs❡s ❜✐✲❜❧♦❝s✳ ❯♥❡ tr❛✈❡rs❡ ♠♦♥♦✲❜❧♦❝ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ✉♥✐q✉❡ s✉♣♣♦rt❛♥t ❞❡✉① r❛✐❧s✱
❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ tr❛✈❡rs❡ ❜✐✲❜❧♦❝ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ❜❧♦❝s ❡♥ ❜ét♦♥ ❛r♠é✱ ❛♣♣❡❧és ❜❧♦❝❤❡ts✱ s✉♣♣♦rt❛♥t
❝❤❛❝✉♥ ✉♥ r❛✐❧✳ ❈❡s ❜❧♦❝❤❡ts s♦♥t ❛❧♦rs r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❡♥tr❡t♦✐s❡✱ ♣♦✉tr❡ ❡♥ ❛❝✐❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦❤és✐♦♥
❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s à ❣r❛♥❞❡ ✈✐t❡ss❡ s♦♥t éq✉✐♣é❡s ❞❡ tr❛✈❡rs❡s ❜✐✲❜❧♦❝ ❱❆❳ ❯ ✹✶
✶✺
✭✜❣✉r❡ ✶✳✷✮ sé♣❛ré❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✻✵ ❝♠✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❉ét❛✐❧s ✿ tr❛✈❡rs❡s ♠♦♥♦ ❡t ❜✐❜❧♦❝s✱ s❡♠❡❧❧❡s s♦✉s✲r❛✐❧✱ ❛tt❛❝❤❡s ❡t r❛✐❧✳
▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❝❛✐❧❧♦✉① ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ✭✷✺✴✺✵ ♠♠✮ ❬✷✱ ✶✺✱ ✾✶❪✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t
❞✉ ❝♦♥❝❛ss❛❣❡ ❞❡ r♦❝❤❡s ❞✉r❡s✳ ❙♦♥ rô❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧✬❛♥❝r❛❣❡ ❞❡s tr❛✈❡rs❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡s tr❛✈❡rs❡s ❛✉① ❝♦✉❝❤❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✱ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s
é♠✐ss✐♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡t ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r❛✐♥s✱ ❧❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s
tr❛✈❡rs❡s ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❡t ♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ●râ❝❡ à s❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡
❞r❛✐♥❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♣❧✉✈✐❛❧❡s ❡t ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❧❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛✉ ❣❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✳
▲❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❣r❛✈❡s ♣r♦♣r❡s✳ ❙♦♥ rô❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❧❛ ♣♦rt❛♥❝❡✱ ❞❡ ♣r♦té❣❡r
❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❝♦♥tr❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ✭s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❞✉ ❜❛❧❧❛st✮ ❡t ❧❡ ❣❡❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❛
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s tr❛♥s♠✐s❡s✳ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ s♦❧ ♥❛t✉r❡❧
♦✉ ❞✉ r❡♠❜❧❛✐ ❬✷✱ ✶✺✱ ✾✶❪✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❛♣♣♦rté❡ ✭❡t ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❛❧❧♦❝❤t♦♥❡s✱
❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❣r❛♥✉❧❛✐r❡s✮ ♦✉ ♥♦♥ ✭❡t ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡ ❧❡ s♦❧✮✳ ❙♦♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s
❧✐❛♥ts ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡s ✭❝❤❛✉①✱ ❝✐♠❡♥t✮ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ré❞✉✐r❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧✬❡❛✉✳
▲❛ ✈♦✐❡ s✉♣♣♦rt❡ ❞❡s ❡✛♦rts ✈❡rt✐❝❛✉①✱ tr❛♥s✈❡rs❛✉① ❡t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛✉①✳ ❙✐ ❧❡s ❡✛♦rts ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛✉① ♦♥t
♣❡✉ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡ ❬✷✱ ✼✽❪✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♦♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❛♥t❡s s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❝♦♥st✐t✉t✐❢s✳ ▲❛ ♠❛ss❡ ♣❛r ❡ss✐❡✉✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❛♥♥✉❡❧❧❡ t♦t❛❧❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡✛♦rts ❡t ❞❡ ❧❛ ❢❛t✐❣✉❡ s✉♣♣♦rtés ♣❛r ❧❛ ✈♦✐❡✳ ▲❡s ❜❡s♦✐♥s ❝r♦✐ss❛♥ts
❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ t♦♥♥❛❣❡ ❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❈❡tt❡
s✉r❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❡t ❞❡s ♠❛✉✈❛✐s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✱ ♦♥t
❝♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐tés✱ q✉✐ s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♥t ♣❛r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t❛ss❡♠❡♥ts
❡t ♠ê♠❡ ❞❡ r✉✐♥❡✳
✶✳✸ ❖✉t✐❧s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝
▲✬❛✉s❝✉❧t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s
❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✿
✕ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ♦✉
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❀ ❝✐t♦♥s à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❘♦❧❧✐♥❣ ❙t✐✛♥❡ss ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❱❡❤✐❝❧❡
✭❘❙▼❱ ❬✶✸❪✮✱ ❧❡ ❣é♦r❛❞❛r✱ ❧❡ ♣♦rt❛♥❝❡♠ètr❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❬✹✽❪✱ ❧❡ ▼❛✉③✐♥ ❬✷❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❞é✢❡❝t♦✲
♠ètr❡ à ♠❛ss❡ t♦♠❜❛♥t❡ ✭❋❲❉ ❬✷❪ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❀
✕ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❡t ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✿ ❝❡ t②♣❡
❞✬♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝✐❜❧é❡s ❡t ♣❧✉s r✐❝❤❡s ❬✼✺❪✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❡ ❝❛r♦tt❛❣❡ ❡t ❧❡s ❡ss❛✐s ♣é♥étr♦♠étr✐q✉❡s✳
▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛✉s❝✉❧t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉❛♥s
❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥s ❡①✐st❛♥ts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s
❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✳
✶✻
✶✳✸✳✶ ▼❡s✉r❡s ▼❛✉③✐♥
❊♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❢❡rré ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s
♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❛ ✈♦✐t✉r❡
▼❛✉③✐♥ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✸✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✭♣❛r
tr♦♥ç♦♥ ❞❡ ✷✵✵ ♠ ♦✉ ✶✵✵✵ ♠✮✳ ❈❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❛♣♣❡❧és ▼❛✉③✐♥ s②♥t❤ét✐q✉❡s ❬✼✵✱ ✷❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
s✉✐✈r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦rr❡❝t✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❜♦✉rr❛❣❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❱♦✐t✉r❡ ▼❛✉③✐♥✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❉✐✛ér❡♥ts ❞é❢❛✉ts ♣♦♥❝t✉❡❧s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ❛ ✿ ♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ ✈✉❡
❧❛tér❛❧❡ ❀ ❜ ✿ ♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧✱ ✈✉❡ ❧❛tér❛❧❡✱ ❝ ✿ é❝❛rt❡♠❡♥t✱ ✈✉❡ ❞❡ ❞❡ss✉s ❀ ❞ ✿ ❞r❡ss❛❣❡✱ ✈✉❡ ❞❡
❞❡ss✉s✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s②♥t❤ét✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ✿
✕ ◆❚ ✭◆✐✈❡❧❧❡♠❡♥t ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✮ ✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬é❝❛rt ❞❡ ❞é✈❡rs ❡t ❣❛✉❝❤❡✱
✕ ❉ ✭❉r❡ss❛❣❡✮ ✿ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞✉ tr❛❝é ré❡❧✱
✕ ❊❝ ✭❊❝❛rt❡♠❡♥t✮ ✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬é❝❛rt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜❧❡s ❞❡ r❛✐❧s✱
✕ ◆▲ ✭◆✐✈❡❧❧❡♠❡♥t ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✮ ✿ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é♥✐✈❡❧❧❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♠❡s✉ré❡ s✉r ❝❤❛q✉❡
✜❧❡ ❞❡ r❛✐❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦✜❧ ❡♥ ❧♦♥❣ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ✿ ❧✬✐❞é❡ ❡st
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❊✉❧ér✐❡♥♥❡s ❡t ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ❞✬✉♥❡
r♦✉❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✬é❝r✐t ✿
N = zD − [zD′ − h]
= zD − 1
α+ β
[βzI + αzJ ] + h
= zD − 1
4(α+ β)
[(β(zA + zB + zC + zD)) + (α(zE + zF + zG + zH))]
▲❡ ◆▲ ❡st ❛❧♦rs ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts✱ s✉r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ✷✵✵ ♠✱ ❞❡ N ✳
❚♦✉t❡❢♦✐s ❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✳
✶✼
✶✳✸✳✷ ❘♦❧❧✐♥❣ ❙t✐✛♥❡ss ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❱❡❤✐❝❧❡
▲❡ ❘♦❧❧✐♥❣ ❙t✐✛♥❡ss ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❱❡❤✐❝❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✱ ❡st ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱ ❝♦♥st✐t✉é
❞✬✉♥ ✇❛❣♦♥ ❞❡ ❢r❡t à ❞❡✉① ❛①❡s✱ éq✉✐♣é ❞❡ ❞❡✉① ♠❛ss❡s ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡s ✈✐❜r❛♥t❡s ✭❞❡ ✻✵✵✵ ❦❣ ❝❤❛❝✉♥❡✮✳
■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s r✐❣✐❞✐tés ❞❡s ❛ss✐s❡s ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✳
▲❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ✈♦✐❡ ✭k ❬❦◆✴♠♠❪✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ✈♦✐❡ ✭F ✮ ❡t ❧❛
❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✭z✮ ✭❊q✳ ✶✳✶✮✳ ❊❧❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✐ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡st st❛t✐q✉❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡st ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé ❡t
❡st ❛♣♣❡❧é ré❝❡♣t❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✭α✮ ♦✉ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❊q✳ ✶✳✷✮✳ ▲❛ ré❝❡♣t❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té
❝♦♠♣❧❡①❡✱ s♦✉✈❡♥t ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ✉♥❡ ♣❤❛s❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ré❝❡♣t❛♥❝❡ ❞❡
❧❛ ✈♦✐❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ t✐❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s ét✉❞✐és s♦♥t ♣✐❧♦tés
❡♥ ❢♦r❝❡ ❬✸✻❪✳
k(t) =
F (t)
z(t)
✭✶✳✶✮
α(t) =
z(t)
F (t)
✭✶✳✷✮
❉✐s♣♦s✐t✐❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❡ ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ s✉é❞♦✐s ✭❇❛♥✈❡r❦❡t✮
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❇❛♥✈❡r❦❡t ❬✶✸❪✱ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❘❙▼❱✱ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛①❡
❞❡ ♠❡s✉r❡ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❛ ✈♦✐❡ s✉❜✐t ✉♥❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✈✐❛ ❞❡✉① ♠❛ss❡s ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s ♠♦♥té❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡ss✐❡✉① ❝♦♠♠❡
♠♦♥tré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳ ▲❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❘❙▼❱ ❡t ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❬✶✸❪✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ❡①❝✐t❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✈✐❛ ❧❡s ❝❤❛r❣❡s
st❛t✐q✉❡ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❊q✳ ✶✳✸✮✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❡st ♠❡s✉ré❡ ✈✐❛ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ❢♦r❝❡ ♣❧❛❝é ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡
❧❛ r♦✉❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❡t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡st ♠❡s✉ré❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés ♠❡s✉ré❡s
F1 ❡t a1 ✭❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✮ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r♦✉❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ✈✐❛ ❞❡✉①
❝❛♣t❡✉rs ❞❡ ❢♦r❝❡ ❡t ❞❡✉① ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡s✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❧❛ r♦✉❡ ❡t ❧❡ r❛✐❧ F2 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✭❊q✳ ✶✳✹✮✳
F1(t) = Pstat + Pdynsin(2pift) ✭✶✳✸✮
F2(t) = F1(t)−ma1(t) ✭✶✳✹✮
❛✈❡❝ m ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳
✶✽
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♣❛r ❘❙▼❱ ❬✶✸❪✳
▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠❡s✉ré❡ a1(t) ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ✐♥té❣ré❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ✭❊q✳ ✶✳✺✮✳ ▲❛ r♦✉❡
❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ r✐❣✐❞❡ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s δH ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ♠ê♠❡ s✐
❧❡✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣❡t✐t❡✳ ▲❡s ❞é❢❛✉ts ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ r❛✐❧ δc ♣❡✉✈❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭❊q✳ ✶✳✻✮✳
d¨1(t) = a1(t) ✭✶✳✺✮
d2(t) = d1(t)− δH(t)− δc(t) ✭✶✳✻✮
▲❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡ ❍❡rt③ ❡t ♣❡✉t
êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✿
F2(t) = cHδH(t)
3
2 ✭✶✳✼✮
♦ù cH ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s r❛②♦♥s ❞❡s ❝♦r♣s ❡♥ ❝♦♥t❛❝t✱ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✬❨♦✉♥❣ ❡t ❞❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡s ❝♦r♣s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❘❙▼❱✱ cH ✈❛✉t ✾✷✱✼ GN/m3/2✳
P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
▲❛ ❝❤❛r❣❡ ❛①✐❛❧❡ st❛t✐q✉❡ ❡st ❞❡ ✶✽✵ ❦◆ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞❡ ✻✵
❦◆✳ ▲❡ ❘❙▼❱ é✈❛❧✉❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✺✵ ❍③✳ ■❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✿
✕ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉r à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s é❧❡✈é❡s ✭❥✉sq✉✬à ✻✵ ❦♠✴❤✮ ✈✐❛ ❞❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s
s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡s à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s✐♠✉❧t❛♥é❡s ✭❥✉sq✉✬à ✸✮✱
✕ ❞❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❞ét❛✐❧❧é❡s à ♣❡t✐t❡ ✈✐t❡ss❡ ✭✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶✵ ❦♠✴❤✮✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s ✿
✕ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ❘❙▼❱ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s
❝♦ï♥❝✐❞❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s tr❛✈❡rs❡s ✿ ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s tr❛✈❡rs❡s
♣♦✉rr❛✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡s ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡s ❝❡ q✉✐ ❞é❣r❛❞❡r❛✐t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts✱
✕ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ✈♦✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❢réq✉❡♥❝❡✲✈✐t❡ss❡ ❞♦✐t êtr❡
é✈✐té❡✳
✶✾
❉❛♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ré❛❧✐sé❡s✱ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦♥t été ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s tr❛✈❡rs❡s ♣❛r ✶✱✺ ❡t ✷✱✺✳ ❆ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ✹✵ ❦♠✴❤✱ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ✻✱✽ ❡t ✶✶✱✹ ❍③✳
❈❡t ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ✈♦✐❡ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ③♦♥❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✭♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❚♦✉t❡✲
❢♦✐s ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳
✶✳✸✳✸ P♦rt❛♥❝❡♠ètr❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡
❙❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ s✉❝❝ès ❞✉ ♠♦❞è❧❡ r♦✉t✐❡r ❞✉ ♣♦rt❛♥❝❡♠ètr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❝❤❛✉ssé❡s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❛♣té ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❬✹✽❪✳
▲❡ ♣♦rt❛♥❝❡♠ètr❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s ❀ s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❘❙▼❱✳ ▲❡ ❜❛❧♦✉r❞✱ ♠✐s ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♠♦t❡✉r ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡✱
❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ r♦✉❡ ✈✐❜r❛♥t❡ r❡❧✐é❡ ♣❛r ✉♥ s②s✲
tè♠❡ r❡ss♦rt✲❛♠♦rt✐ss❡✉r ✭✜❣✉r❡ ✶✳✼✮✳ ▲❡s ❝❤❛r❣❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ♣❛r ✉♥ ✈ér✐♥
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ✶✵ à ✼✺ ❦◆ ❡t ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✺ à ✸✺ ❍③✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦rt❛♥❝❡♠ètr❡ ❬✹✾❪✳
▲❛ r✐❣✐❞✐té ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡
❧✬❡✛♦rt ❛♣♣❧✐q✉é ✭F (t)✮ ❡t ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ✭z(t)✮ ✭♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ✿
k(t) =
F (t)
z(t)
✭✶✳✽✮
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ r✐❣✐❞✐tés ✿ ✉♥❡ r✐❣✐❞✐té t❛♥❣❡♥t❡ ❡t ✉♥❡ r✐❣✐❞✐té sé❝❛♥t❡
♣♦✉r ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞é❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡ à q✉❛tr❡ t②♣❡s
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ r✐❣✐❞✐tés✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❞✐✈❡rs ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦❧ ♦✉ ❧❡s s❡♠❡❧❧❡s s♦✉s✲r❛✐❧✳ ❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ❧❡s tr❛✈❡rs❡s
♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♥t❛❝t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❜❛❧❧❛st ✭❝❛s ❞❡s ✧tr❛✈❡rs❡s ❞❛♥s❡✉s❡s✧✮ ❝❡ q✉✐ ♠è♥❡
à ✉♥ t❛ss❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✳ ▲❛ r✐❣✐❞✐té q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r
❧❡ ♠❛✉✈❛✐s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❛❝t✱ ❡st ❧❛ r✐❣✐❞✐té sé❝❛♥t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡
❢♦r❝❡ ❝❤♦✐s✐❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✭✵✱✸ ❡t ✵✱✾ ∆F ❝❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✮ ✿
✷✵
❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦rt❛♥❝❡♠ètr❡ ❬✹✽✱ ✹✾❪
k(t) =
δF (t)
δz(t)
=
Fa(t)− Fb(t)
za(t)− zb(t) ✭✶✳✾✮
▲❡ ♣♦rt❛♥❝❡♠ètr❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ■♥♥♦tr❛❝❦✳ ❉❡s t❡sts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛✲
t✐♦♥ s♦♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❀ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❘❙▼❱ s✉r ❞❡s ✈♦✐❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡
♠❛✐s ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts✳
✶✳✸✳✹ ●é♦r❛❞❛r
▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s s♦❧s ❡st ❞ét❡r♠✐♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s
❤étér♦❣é♥é✐tés ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s♦❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t ❛ été ❞é✈é❧♦♣♣é ❧❡ ❣é♦r❛❞❛r q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é
❞✬✉♥ é♠❡tt❡✉r q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧ ✉♥❡ ♦♥❞❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❝❡♥tré❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡s ♦♥❞❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ s♦❧ s♦♥t s♦✐t ❛❜s♦r❜é❡s ♣❛r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ s♦✐t ré❢r❛❝té❡s ♦✉ ré✢é❝❤✐❡s✳
◗✉❛♥❞ ❧❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❛❞❛r ❡st ❝❛♣té ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ré❝❡♣tr✐❝❡✱ ❝♦❞é
❡♥ ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❡♥r❡❣✐stré ❬✶✵❪✳ ▲❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡st ❞é♣❧❛❝é s✉r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉q✉❡❧ ❧❡s
✐♠♣✉❧s✐♦♥s s♦♥t ❡♥✈♦②é❡s s❛♥s ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✾✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ Prés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❣é♦r❛❞❛r✳
✷✶
▼♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s r❛❞❛r
❯♥❡ ♦♥❞❡ r❛❞❛r ♣❡✉t êtr❡ s❝❤é♠❛t✐sé❡ ♣❛r s♦♥ r❛②♦♥✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
❧✬♦♣t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t ♣❛r ❞❡ s✐♠♣❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲❡s tr♦✐s t❡r♠❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s r❛❞❛r
❞❛♥s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✮ ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ▲❡s tr♦✐s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s r❛❞❛r ❬✸✹❪✳
❘é✢❡①✐♦♥ ✿ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡st é❣❛❧ à ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ❞❡ ❣é♦r❛❞❛r✱ ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡st ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ré✢é❝❤✐ ❡st é❣❛❧❡
à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✐♥❝✐❞❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ r✳ ❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✳
❘é❢r❛❝t✐♦♥ ✿ ❝❡ t❡r♠❡ ♣❡✉t ❞és✐❣♥❡r s♦✐t ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ s✉❜✐❡ ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ♣é♥ètr❡
❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✱ s♦✐t ✉♥ tr❛❥❡t s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❣✉✐❞é ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s✱
q✉❛♥❞ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛tt❡✐♥t s❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ♦✉ ❝r✐t✐q✉❡✳
❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ✿ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ré✢é❝❤✐ss❛♥t ✐s♦❧é ✭✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✮ ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉❜s✉r❢❛❝❡✱
❧✬é♥❡r❣✐❡ ré✢é❝❤✐❡ ❡st ❞✐s♣❡rsé❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s r❛❞❛r ❬✸✹❪
✷✷
▼♦❞❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s
❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣❛r ❣é♦r❛❞❛r✳ ❙✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ✿
✕ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st✱
✕ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱
✕ ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❜❛❧❧❛st✳
Couche de forme 
Couche de forme 
Couche de forme
Ballast
Ballast
Ballast
Sous-couche
Sous-couche
Sous-couche
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣❛❧✈❛♥♦♠étr✐q✉❡ ❬✸✹❪
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s é♣❛✐ss❡✉rs ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛✈❡❝
❞❡s ❡ss❛✐s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡ s♦♥❞❛❣❡s ♣♦♥❝t✉❡❧s ✭♣é♥étr♦♠ètr✐q✉❡s✱ ❡♥❞♦s❝♦♣✐q✉❡s ♦✉ ❝❛r♦tt❛❣❡✮✳
▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ s♦♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳
✶✳✸✳✺ Pé♥étr♦♠ètr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
▲❡ ♣é♥étr♦♠ètr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❉❈P ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡
❞❡s ❝❤❛✉ssé❡s ♦✉ ♣♦✉r ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ❡t ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦❧s ❬✶✼✱ ✸✼✱ ✺✼✱ ✻✸❪✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❉❈P ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✭é♣❛✐ss❡✉r ❡t ♥❛t✉r❡✮ ❞❡
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ s♦❧✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❞❡ s❛ ♣♦rt❛❜✐❧✐té✱ ❞❡ s♦♥ ❢❛✐❜❧❡
❝♦ût ❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉✬✐❧ ♦✛r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✐♥ s✐t✉✱ ❧❡ ❉❈P ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✱ ❡t ❝❡✱ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛②s✳
▲❡ P❛♥❞❛ ❡st ✉♥ ♣é♥étr♦♠ètr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧é❣❡r ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ❋r❛♥❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s♦❧ ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ✺ ♠ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✮✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♥térêt ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧✬❛✉s❝✉❧t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ P❛♥❞❛ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥❢♦♥❝❡r ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✱ à ❝♦✉♣s ❞❡ ♠❛rt❡❛✉✱ ✉♥ tr❛✐♥ ❞❡ t✐❣❡s
❛✉ ❜♦✉t ❞✉q✉❡❧ ❡st ✈✐ssé❡ ♦✉ ❡♠❜♦îté❡ ✉♥❡ ♣♦✐♥t❡✱ t♦✉t ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣✱ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ♠❡s✉r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❜❛tt❛❣❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rt❡❛✉✱ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛♣t❡✉r
♠❡s✉r❡ ❧✬❡♥❢♦♥❝❡♠❡♥t ❞✉ tr❛✐♥ ❞❡ t✐❣❡s✳
✷✸
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ P❛♥❞❛✳ ❬✹✷❪
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s✱ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡s ❍♦❧❧❛♥❞❛✐s ❬✶✶✶✱ ✹✷❪ ✿
qd =
1
2
mV 2
1
Ae
m
m+m′
✭✶✳✶✵✮
❛✈❡❝ ✿
✕ V ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♠❛rt❡❛✉ ✭♠✴s✮✱
✕ A ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ✭❝♠2✮✱
✕ e ❧✬❡♥❢♦♥❝❡♠❡♥t ❞✉ tr❛✐♥ ❞❡ t✐❣❡s ✭❝♠✮✱
✕ m ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♠♦✉t♦♥ ✭❦❣✮✱
✕ m′ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡♥tr❛î♥é❡ ✭t✐❣❡ ✰♣♦✐♥t❡✮ ✭❦❣✮✳
▲❡ P❛♥❞❛ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s ❝❛r ❧✬❡♥❢♦♥❝❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❞❡✉①
♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ❬✷✷✱ ✶✶✶❪ ✿
✕ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞✉ s♦❧✱
✕ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ♠❛rt❡❛✉ s✉r ❧❡ tr❛✐♥ ❞❡ t✐❣❡✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♠❡tt❡♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ✭❉❈P■✮ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❉❈P ❡t ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛✉ssé❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❈❇❘ ❡t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡s✱ ré✈❡rs✐❜❧❡s ❡t rétr♦✲❝❛❧❝✉❧és ❬✶✼✱ ✸✼✱ ✺✼❪✳
▼ê♠❡ s✐ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ qd ♠❡s✉ré❡ ❛✈❡❝ ❧❡ P❛♥❞❛ ❡t ❞❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❈❇❘ ♦✉ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❡ ❇✉✐s❛♠♥ ❡t ❞❡ ❙❛♥❣❧❡r❛t ❬✽✼✱ ✽✽✱ ✽✾❪ ♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❣r❛♥❞❡✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡s
❡ss❛✐s ❉❈P ♦✉ ❞❡s ❡ss❛✐s ❈P❚✳ ❈✬❡st ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡s tr❛✈❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❝❡✉① ré❛❧✐sés ❛✉ ▲❛▼■
❞❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s ❬✷✻✱ ✶✵✽✱ ✶✷❪ q✉❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ qd P❛♥❞❛ ❡t ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡s
❞❡s s♦❧s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳
❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❡t ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡
qd✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡✱ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ✐♥
s✐t✉ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❣r❛♥✉❧❛✐r❡ ❬✷✻❪✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ t❡st ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❡ss❛✐ ✧s❛♥s ✈✐s✐❜✐❧✐té✧ ❡t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
❣r❛♥✉❧❛✐r❡s r❡♥❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❣é♦t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ♣♦ss✐❜❧❡
❡♥ ❝♦✉♣❧❛♥t ❧✬❡ss❛✐ ♣é♥étr♦♠ètr✐q✉❡ à ❧❛ ❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣✐❡✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ❝❛✈✐té ❝réé❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡ss❛✐ ❞❡
♣é♥étr❛t✐♦♥✳
✷✹
✶✳✸✳✻ ❊ss❛✐s ❣é♦✲❡♥❞♦s❝♦♣✐q✉❡s
▲❛ ❣é♦✲❡♥❞♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❞❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ❞✬✐♠❛❣❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡♥❞♦s❝♦♣❡ ✭❞❡ ✽ ♠♠ ❞❡
❞✐❛♠ètr❡✮✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ t✉❜❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❧❛tér❛❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✮✳ ❯♥❡ ❝❛✈✐té ❞♦✐t êtr❡ ♣ré❛✲
❧❛❜❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ♣é♥étr♦♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❞❡ t♦✉t ❛✉tr❡ ❡ss❛✐ ❞❡ ❢♦r❛❣❡✳ ❯♥❡
❛♥❛❧②s❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥r❡❣✐stré❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✉ t❡rr❛✐♥✳
▲❡ r❡❝♦✉rs à ❧✬❡①♣❡rt✐s❡ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❡t ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❣é♦✲❡♥❞♦s❝♦♣❡ ❬✷✷❪✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥r❡❣✐stré❡s ♣❛r ❧❡ ❣é♦✲❡♥❞♦s❝♦♣❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ s♦♥t ❧❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡✱ ❧❛ t❡①t✉r❡ ❡t ❧❛ ❝♦❧♦r✐♠étr✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♦r✐❡♥t❡r♦♥s ✈❡rs ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❣❧♦❜❛❧❡✱
à s❛✈♦✐r ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦❧♦r✐♠étr✐❡ ❡t ❧❛ t❡①t✉r❡ ❬✷✷❪✳
❛✮ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré✈é❧❡r ❡t ❞❡ ❞✐s❝❡r♥❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✱ ♥♦♥
♣❛s s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ♠❛✐s s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r ❛s♣❡❝t✳ ❈❤❛q✉❡ s♦❧ ❛ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ♣r♦♣r❡✱ ❝❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❡♥tr❡ ❡✉① s❡❧♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♦✉ s♣❡❝tr❛❧❡s ❬✷✷❪✳
❜✮ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❣é♥ér❛❧❡
❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ✭M3✮ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡
✭é❝❛rt t②♣❡ ❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✮✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
❞❡ t❡①t✉r❡ ❛ été ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉①✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡
❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❡st ❞é❝r✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺✳
✷✺
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ❉é♠❛r❝❤❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❬✷✷❪
✶✳✸✳✼ ❈♦✉♣❧❛❣❡ P❛♥❞❛ ❣é♦✲❡♥❞♦s❝♦♣✐❡
▲❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ❞✉ ❣é♦✲
❡♥❞♦s❝♦♣❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞é❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s é♣❛✐ss❡✉rs
❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻ ❬✾✾❪✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s r❡❝♦♥♥✉❡s✱ ♥♦✉s
♣r♦❝é❞♦♥s à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡ ❡t ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ s♦♥❞❛❣❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥r❡❣✐str❡✲
♠❡♥ts ❞❡s rés✐st❛♥❝❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ♠❡s✉rés qd s✉r ❧❡ ♣é♥étr♦❣r❛♠♠❡✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉r é❣❛❧❡ à qdmoy ✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ❣é♦✲❡♥❞♦s❝♦♣❡ P❛♥❞❛ ❬✾✾❪
✷✻
▼♦❞✉❧❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♦❧ ❡t t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡
▲✬❡ss❛✐ ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ét❛♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ❡ss❛✐s ✐♥ s✐t✉ ❧❡s ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥s ❡t ❧❡s ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉s✱
♥♦♠❜r❡✉① s♦♥t ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs q✉✐✱ ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s✱ ♦♥t ❡ss❛②é ❞❡ r❡❧✐❡r✱ s♦✐t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t st❛✲
t✐st✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧s ✭÷❞♦♠étr✐q✉❡✱ ♣r❡ss✐♦♠étr✐q✉❡ ♦✉
é❧❛st✐q✉❡✮ ♦✉ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té à ❧✬÷❞♦♠ètr❡✳ ❖♥ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❝r✐t✐q✉é ❝❡s t❡♥t❛t✐✈❡s q✉✐
❡ss❛②❡♥t ❞❡ r❡❧✐❡r ❡♥tr❡ ❡✉① ❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts q✉❡ s♦♥t ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❡t ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s
✈♦✐r❡ très ❢❛✐❜❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❉ès ✶✾✹✵✱ ❇✉✐s♠❛♥ ❛ ❝❤❡r❝❤é à r❡❧✐❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❞✉ ♣é♥étr♦♠ètr❡ st❛t✐q✉❡ ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧✬÷❞♦♠ètr❡ ✭Eoed✮✳ P♦✉r ✉♥ s♦❧ ❞♦♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿
Eoed = αqc ✭✶✳✶✶✮
▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α✱ ❞♦♥♥é ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t é❣❛❧ à ✶✱✺ ♣❛r ❇✉✐s♠❛♥✱ ❛ été réé✈❛❧✉é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s
s♦❧s✳ ❇❛❝❤❡❧✐❡r ❡t P❛r❡③ ✭✶✾✻✺✮ ♦♥t ❝❤❡r❝❤é à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛st❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✐♥ s✐t✉✳ ▼❛✐s ❝✬❡st s✉rt♦✉t ❙❛♥❣❧❡r❛t ❬✽✼✱ ✽✽✱ ✽✾❪ q✉✐ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣ré❝♦♥✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐tés✱ ♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❆r❜❛♦✉✐ ❬✹❪✳
❉✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ✭❇❛r❛t❛✱ ✶✾✾✺✮✳
❙❛❜❧❡s ❆r❣✐❧❡s ❆r❣✐❧❡s ▲✐♠♦♥s
❙♦❧s ❙❛❜❧❡s ▲✐♠♦♥s ❚♦✉r❜❡s ▼❛r♥❡s
❛r❣✐❧❡✉① ❝♦♠♣❛❝t❡s ♠♦❧❧❡s ❛r❣✐❧❡✉①
❙❛♥❣❧❡r❛t α 1, 5 ✷✳✳✺ ✷ ✳✳✺ ✺✳✳✶✵ ✲ ✶✳✳✷ ✵✱✹✳✳✶ ✷✳✳✻
qc ✲ ✶✱✺✳✳✸ ✶✱✺✳✳✸ ❁✶ ✲ ✲ ✲ ✲
❇❛❝❤❡❧✐❡r α ✶✳✳✷ ✷✳✳✹ ✸✳✳✺ ✲ ✷✱✺✳✳✹ ✲ ✵✱✼✳✳✵✱✽ ✸✳✳✺
❡t P❛r❡③ qc ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❈÷✣❝✐❡♥t ❞❡ ❇✉✐s♠❛♥ ❞✬❛♣rès ❙❛♥❣❧❡r❛t✱ ❇❛❝❤❡❧✐❡r ❡t P❛r❡③ ❬✹✱ ✼✼❪
▲✐♠♦♥s ❙❛❜❧❡s ▲✐♠♦♥s ❆r❣✐❧❡s ▲✐♠♦♥s ❆r❣✐❧❡ ❆r❣✐❧❡
❙♦❧s ❛r❣✐❧❡✉① ❆r❣✐❧❡ ❧✐♠♦♥♦✲
s❛❜❧❡✉① ❧✐♠♦♥❡✉① ❛r❣✐❧❡✉① s❛❜❧❡✉s❡ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♠♣❛❝té s❛❜❧❡✉s❡
α ✶✱✶✺ ✶✱✷ ✷✱✹ ✷✱✽ à ✸✱✻ ✸ ✸✱✹ ✹✱✹ ✺✱✷
s♦✉r❝❡ ❇❛r❛t❛ ✭✶✾✻✷✮ ❏❛r❞✐♥ ❉❡ ▼❡❧❧♦ ❡t ❛❧ ❇❛r❛t❛ ❇❛r❛t❛ ❏❛r❞✐♥
❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❈÷✣❝✐❡♥t ❞❡ ❇✉✐s♠❛♥ s❡❧♦♥ ❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✉✐s♠❛♥ ❛✜♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ÷❞♦♠étr✐q✉❡s
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❇✉✐s♠❛♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ st❛t✐q✉❡ qc✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛ ré✲
s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ st❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣é♥étr♦♠ètr❡ P❛♥❞❛ ✭qd = qc✮✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ÷❞♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ s♦❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡
♣♦✐♥t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✈✐❛ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Eoed = αqd ✭✶✳✶✷✮
✷✼
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ r❡st❡ ré❛❧✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s s♦❧s ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ♠♦♥tré ❩❤♦✉ ❬✶✶✶❪ ❡t ❈❤❛✐✲
❣♥❡❛✉ ❬✷✻❪✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡❧✐❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ÷❞♦♠ètr✐q✉❡ ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ✭E✮ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
E = Eoed
(1 + ν)(1− 2ν)
(1− ν) ✭✶✳✶✸✮
♦ù ν ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♣r✐s é❣❛❧ à ✵✱✸✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té q✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧s ❞✬❛✉s❝✉❧t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭♠♦❞✉❧❡s ❞✬é❧❛st✐✲
❝✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s✮ ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✭é♣❛✐ss❡✉rs✮ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✬✉♥❡
♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❡t s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t✳
▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♣rés❡♥tés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ♦♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ✈✉ ❧❡✉r r❛♣✐❞✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
♠❡s✉r❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t s✉rt♦✉t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❧✬✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❞✉ tr❛✜❝✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❝❡s ♦✉t✐❧s s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ▼❛✉③✐♥ ♦✉ ❛❝❝é❧ér❛✲
t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❘❙▼❱✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡♠♦♥t❡r à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ❞és♦r❞r❡s ❡t ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❧❡s ❡✛❡ts
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ▲❡ ❣é♦r❛❞❛r ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
✭é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❝❛❧❛❣❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦♥❞❛❣❡s ♣♦♥❝t✉❡❧s✳
▲❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ P❛♥❞❛✲❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣✐❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦♥❞❛❣❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s
❡ss❛✐s ❡t ❧❡ ❝♦ût✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈✐té ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡✉r ❢❛❝✐❧✐té ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ❝❡s ❡ss❛✐s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✉❧t✐♣❧✐és✱ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té q✉✐ ❡♥t❛❝❤❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡r✲
ré❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
P❛♥❞❛✲❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡
✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡t ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s✳
✶✳✹ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs
s✐t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à ❞❡s s✐t❡s ❛②❛♥t ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭str✉❝t✉r❡s✱ ❤✐st♦r✐q✉❡s ❡t t②♣❡s ❞❡ tr❛✜❝ ✿ t♦♥♥❛❣❡s ❡t ✈✐t❡ss❡s✮ ❛✜♥ ❞❡
❞é❝r✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳ ▲❡s st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛✲❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡s q✉❛tr❡ s✐t❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✿ ❞❡✉① s✐t❡s ❞❡
t②♣❡ ✈♦✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❘✐♦♠ ❡t ❈❤❛♠❜ér②✮ ❡t ❞❡✉① s✐t❡ ❞❡ t②♣❡ ▲●❱ ✭▲❛r♦❝❤❡ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ P❛r✐s✲▲②♦♥ ❡t
▼❡❧✉♥✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s✳
✶✳✹✳✶ ❙✐t❡ ❞❡ ❘✐♦♠
▲❡ s✐t❡ ❞❡ ❘✐♦♠ s❡ s✐t✉❡ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❡rr❛♥❞ ✲ P❛r✐s✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s
❣❛r❡s ❞❡ ❘✐♦♠ ❡t ❞❡ ●❡r③❛t ✭❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❦✐❧♦♠étr✐q✉❡s ✭P❑✮ ✹✵✻✰✼✵✵ ❡t ✹✶✶✰✹✵✵✮✳ ▲❡s ✐♥✈❡st✐❣❛✲
t✐♦♥s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❞❡ ✺✱✸✵ ❦♠✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❱✷ ✭✈♦✐❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✮✳
✷✽
▲❡s ♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛ ❡t ❣é♦✲❡♥❞♦s❝♦♣✐q✉❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❞é❜✉t ✷✵✵✻ ❛✈❡❝ ❛✉ t♦t❛❧ ✶✻ s♦♥❞❛❣❡s✳ ▲❛
str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ r❡♥❝♦♥tré❡ s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❘✐♦♠ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✼✮ ✿
✕ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ❡t ♣♦❧❧✉é ♣❛r ❧❡s r❡♠♦♥té❡s ❞❡s ✜♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❀
✕ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛✈❡ ❝♦♥❝❛ssé❡ ❡t s❛❜❧❡ ❣r♦ss✐❡r ❝♦♠♣❛❝té ❀
✕ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ s❛❜❧❡ ❣r♦ss✐❡r ❡t✴♦✉ ❞✬❛r❣✐❧❡ ✲ s❛❜❧❡ ❣r♦ss✐❡r ❝♦♠♣❛❝té ❀
✕ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬❛r❣✐❧❡ ✲ s❛❜❧❡ ❣r♦ss✐❡r ❝♦♠♣❛❝té✳
▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ❡t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❘✐♦♠✳
❈❡tt❡ ❧✐❣♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ tr❛✜❝ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ✿ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ tr❛✐♥s
❢r❡t ✭✷✷ t♦♥♥❡s✴❡ss✐❡✉✮ ❡t tr❛✐♥s ♣❛ss❛❣❡r ✭✶✽ t♦♥♥❡s✴❡ss✐❡✉✮ ♣❛r ❥♦✉r✳ ▲❡ tr♦♥ç♦♥ ✐♥✈❡st✐❣✉é ❡st s✐t✉é
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ❣❛r❡ ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ à ✽✵ ❦♠✴❤✳
✶✳✹✳✷ ❙✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡
▲❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈✐t❡ss❡ ▲◆✶ P❛r✐s✴❙✉❞ ❊st ✈♦✐❡ ❱✶
❡t ❱✷ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡ ❞✉ P❑ ✽✷✰✵✵✵ ❛✉ P❑ ✽✽✰✵✵✵✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s s✬❛♣♣✉✐❡ ❝❡tt❡
ét✉❞❡ s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ✷✹✺ s♦♥❞❛❣❡s ♣é♥étr♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ P❛♥❞❛ ❡t ❣é♦✲❡♥❞♦s❝♦♣✐q✉❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡✳
✷✾
▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡s s♦♥❞❛❣❡s ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✾✵ ❡t ✶✷✵ ♠✱ ❡t ❧❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❛tt❡✐♥t❡s ✈♦♥t ❞❡ ✵✱✼✵ à ✶ ♠ ✿
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ❡t ♣♦❧❧✉é ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✽✮✳
▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ s✉r ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡✱ ❞é❞✐é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❞❡s r❛♠❡s ❚●❱✱ ❡st ❞❡ ✸✵✵ ❦♠✴❤✳ ❊♥
♣♦✐♥t❡ ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡✱ ❧❡ ❞é❜✐t ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞❡ ✶✷ tr❛✐♥s ♣❛r ❤❡✉r❡ ❡t ♣❛r s❡♥s✳
✶✳✹✳✸ ❙✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②
▲❡ s✐t❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st s✐t✉é ❡♥tr❡ ❧❛ ❣❛r❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✲❈❤❛❧❧❡s ❧❡s ❊❛✉① ❡t ❧❛ ❣❛r❡ ❞❡ ❙❛✐♥t P✐❡rr❡
❞✬❆❧❜✐❣♥② ✭❙❛✈♦✐❡✮ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡ P❑ ✶✺✶✰✶✵✵ ❡t ❧❡ P❑ ✶✺✼✰✵✵✵✳ ▲❡ tr❛✜❝ s✉r ❝❡tt❡
❧✐❣♥❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❞✐é ❛✉① tr❛✐♥s ❞❡ ❢r❡t ✭❡♥tr❡ ✷✵✶✽✷ à ✷✻✸✶✸ t♦♥♥❡s✴❥♦✉r✮ ❀ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st
❧✐♠✐té❡ à ✶✻✵ ❦♠✴❤✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s s✉r ❝❡ s✐t❡ ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ■♥♥♦tr❛❝❦✳ ❆✉ t♦t❛❧ ✹✺
s♦♥❞❛❣❡s P❛♥❞❛ ❞♦♥t ✸✵ ❛✈❡❝ ❡♥❞♦s❝♦♣✐❡ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡ s✐t❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✾✮ ❡st
❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ✿
✕ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❀
✕ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ s❛❜❧❡s ❡t ❝❛✐❧❧♦✉① ❀
✕ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧✐♠♦♥s ❡t ❣r❛✈❡s ❀
✕ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ s♦❧ s✉♣♣♦rt✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧✐♠♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✳
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✵✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ◆▲ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ t♦✉r♥é❡ ▼❛✉③✐♥ s✉r
❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér② ✭❥✉✐♥ ✷✵✵✼✮✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s❡❝t✐♦♥s ✭tr❛♥❝❤❡s ❞❡
✷✵✵ ♠✮ ♦ù ❧❡ ◆▲ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ♠❛①✐♠❛❧ ✭✶ ❝♠✮ ❛✉ ❞❡❧à ❞✉q✉❡❧ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡s s♦♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
✸✵
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵✿ ❱❛❧❡✉rs ❞✉ ◆▲ ♣♦✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér② ✭t♦✉r♥é❡ ❞❡ ❥✉✐♥ ✷✵✵✼✮
✶✳✹✳✹ ❙✐t❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ✭❘❱❇✮ s✉r ❧❛ ▲●❱ P❛r✐s✲▲②♦♥✱ ❞❡s
♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛ ❡t ❣é♦✲❡♥❞♦s❝♦♣✐❡ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✉ ♠♦✐s ❞✬❛♦ût ✷✵✵✽ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥
❡♥tr❡ ❧❡s P❑ ✸✶✰✼✵✵ ❡t ✹✷✰✼✵✵✳ ❆✉ t♦t❛❧ ✹✸ s♦♥❞❛❣❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐rré❣✉❧✐❡r ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és✳ ▲❡s
s♦♥❞❛❣❡s ♦♥t ❝♦♥❝❡r♥és tr♦✐s ❝♦✉❝❤❡s ✿ ❜❛❧❧❛st s❛✐♥✱ ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ❡t s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✶✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥✳
✶✳✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s q✉❛tr❡ s✐t❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛✲❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣✐❡✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐s✲
t✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳
✶✳✺ ❆♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ✈♦✐❡ s♦♥t très
♣rés❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡st ❞✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ s♦❧ s✉♣♣♦rt ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬❡♥✲
✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭❛✉① ♠❛✉✈❛✐s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✮✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣♦rt✐♦♥s
✸✶
❡t à ❧❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s❡ ♦✉ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ré❛❧✐sé❡s ❧♦rs ❞❡s ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ✭✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✮✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡st r❡♥❞✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❣râ❝❡ ❛✉① ❞✐✈❡rs❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ■♥♥♦tr❛❝❦ ❡t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥ s✐t✉ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛r✐❛✲
❜✐❧✐té ❞❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❡t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✳
P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
♠❡s✉ré❡ ❡♥ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❝✐t♦♥s ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ✿
✕ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭✈✳❛✳✮ ✿ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡
❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ét✉❞✐é ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❀
✕ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♦✉ ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿ ❡❧❧❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❣é♦st❛✲
t✐st✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s
✭♦✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✮ ❬✸✾❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❦r✐❣❡❛❣❡ ❬✻✽❪ ❡st très ré♣❛♥❞✉❡ ❡♥ ❣é♦t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❬✼✱ ✸✵❪✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r❡♠✐❡r
t②♣❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ❧✐é ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡
❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ✭♠♦②❡♥♥❡ ✭✶✳✶✹✮✱ ✈❛r✐❛♥❝❡
✭✶✳✶✺✮✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✈✳❛✳ (X1, X2, ...., XN )✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ✭mˆX✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭σˆ2X✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿
mˆX =
1
N
N∑
k=1
Xk ✭✶✳✶✹✮
σˆ2X =
1
N − 1
N∑
k=1
(Xk −mX)2 ✭✶✳✶✺✮
▲❡s ❡st✐♠é❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭x1, x2, ...., xN ✮
✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✮ ❞❡ ✭X1, X2, ...., XN ✮ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
µX =
1
N
N∑
k=1
xk ✭✶✳✶✻✮
s2X =
1
N − 1
N∑
k=1
(xk − µX)2 ✭✶✳✶✼✮
▲❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡st q✉❛♥t✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭ ˆCVX = σˆX/mˆX✮ ❞♦♥t
✉♥❡ ❡st✐♠é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
cvX =
sX
µX
✭✶✳✶✽✮
❯♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s♦❧✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ✭❞♦♥t ▼♦rs❡ ❬✼✷❪ ❡t ▼❛❣♥❛♥ ❬✻✹❪✮ ♦♥t s♦✉❧✐❣♥é ❧❛
❞✐✣❝✉❧té ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡✉r ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❝❛r ✿
✕ ❧❡s s♦❧s ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♣❛s ❞❡s ✉♥✐tés st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❬✼✷❪ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞❡s s♦❧s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❝❤❡✱
✸✷
✕ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ré❛❧✐sé ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
s✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❝❡♥t✉❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✭✈❛r✐❛t✐♦♥ s❛✐s♦♥♥✐èr❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥❡✉r ❡♥ ❡❛✉ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✱
✕ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ♠❡s✉ré❡ ♥❡ r❡✢èt❡ ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s
s♦❧s ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ ❛✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠❡s✉r❡✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ ❣é♦t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡t❡♥✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦✲
♣r✐été ❞♦♥♥é❡ ❬✺✵❪✳ ❊❧❦❛t❡❜ ❡t ❛❧✳ ❬✸✺❪ s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ s✐t❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ s✐t❡ ❡t ❛✉
♣❛r❛♠ètr❡ ♠❡s✉ré✳ ▼❛❣♥❛♥ ✫ ❇❛❣❤❡r② ❬✻✺❪ s✐❣♥❛❧❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ❧❡ ♣❧✉s
s♦✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡s✱ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡t ❜êt❛✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
ét✉❞✐é❡✳
❆✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ tr♦♥ç♦♥s ❞❡ ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t❡r♦♥s
❧❛ str❛té❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ✿
✶✳ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s✱
✷✳ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s r❡❝✉❡✐❧❧✐s ♣❛r ❧❡ t❡st ❞❡ χ2✱
✸✳ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ à ❞❡s ❧♦✐s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡sts ❞❡ χ2
❡t ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈✱
✹✳ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❡s✉rés✳
▲❡s t❡sts ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❞❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞ér✐✈❡♥t ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳
✶✳✺✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ét❛❜❧✐❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s r❡❝✉❡✐❧❧✐❡s s✉r ❧❡s q✉❛tr❡ s✐t❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✹ ❡t ❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭■❈✮ ❛✈❡❝ ✉♥ r✐sq✉❡ ❞✬❡rr❡✉r ✭α✮ ❞❡ 5%✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✳
❙✐t❡ ❞❡ ❘✐♦♠
❈♦✉❝❤❡ qdmoy ❬▼P❛❪ ➱♣❛✐ss❡✉r ❬❝♠❪
▼♦②❡♥♥❡ ➱❝❛rt✲t②♣❡ ▼♦②❡♥♥❡ ➱❝❛rt✲t②♣❡
❇❛❧❧❛st ✹✱✸ ✸ ✷✹ ✷✱✼
❬ ✷✱✼ ❀ ✺✱✾❪ ❬✷✷✱✺ ❀ ✷✺✱✹❪
❈♦✉❝❤❡✲✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✶✹✱✽ ✸✱✽✺ ✺✹ ✶✵✱✹✺
❬ ✶✷✱✽ ❀ ✶✻✱✾❪ ❬✹✽✱✷ ❀ ✺✾✱✸❪
❙♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✺✱✾ ✶✱✽ ✹✷ ✷✸
❬ ✹✱✾ ❀ ✻✱✾❪ ❬✷✾✱✸ ❀ ✺✹✱✻❪
❈♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✻✱✻ ✶✱✸ ✕ ✕
❬ ✺✱✻ ❀ ✼✱✻❪
❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❘✐♦♠✳
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✸✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✸✸
✕ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❛ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✉♥❡ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ tr♦✐s ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉① ❛✉tr❡s
❝♦✉❝❤❡s ❀ ❝❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣r❛✐♥s ❞❡ ❜❛❧❧❛st✱
❞❡ s❛❜❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ✜♥❡s ❧✉✐ ❝♦♥❢ér❛♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ✈✐❞❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✉❝❤❡s ❡t
❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡❛✉✱ ✐❧s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ✑❝✐♠❡♥t✑ ♥❛t✉r❡❧ s♦❧✐❞✐✜❛♥t
❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ P❛r ❝❡tt❡ s♣é❝✐✜❝✐té✱ ❡❧❧❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛
✈♦✐❡✱
✕ ❧❡s tr♦✐s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st
❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à ✻✵ ✪✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❡ss❛✐s P❛♥❞❛ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à
❧✬é♣❛✐ss❡✉r ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♠❛✐s à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❧❡ P❛♥❞❛✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡
q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ✜❣✉r❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✸✳
❙✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡
❈♦✉❝❤❡ qdmoy ❬▼P❛❪ ➱♣❛✐ss❡✉r ❬❝♠❪
▼♦②❡♥♥❡ ➱❝❛rt✲t②♣❡ ▼♦②❡♥♥❡ ➱❝❛rt✲t②♣❡
❇❛❧❧❛st s❛✐♥ ✷✼✱✾ ✹✱✻✺ ✷✵✱✷ ✹✱✷
❬ ✷✻✱✼ ❀ ✷✾✱✷❪ ❬✶✾✱✻ ❀ ✷✵✱✼❪
❇❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ✻✷✱✸ ✷✵✱✻ ✷✺✱✷ ✼✱✶
❬ ✻✵✱✵ ❀ ✻✹✱✻❪ ❬✷✹✱✷ ❀ ✷✻✱✸❪
❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡✳
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✹✱ ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡s ✷✹✺ s♦♥❞❛❣❡s✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❞❡✉① ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r❡
à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ✿ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ❀
✕ ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ q✉❛❧✐té ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ❝♦♥❢♦rt ❧✐é ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛
✈♦✐❡✳
❙✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②
❈♦✉❝❤❡ qdmoy ❬▼P❛❪ ➱♣❛✐ss❡✉r ❬❝♠❪
▼♦②❡♥♥❡ ➱❝❛rt t②♣❡ ▼♦②❡♥♥❡ ➱❝❛rt t②♣❡
❇❛❧❧❛st ✶✶✱✶ ✸✱✷ ✷✻✱✺ ✶✶✱✼
✭✶✷ s♦♥❞❛❣❡s✮ ❬✾✱✷ ❀ ✶✷✱✾❪ ❬✶✾✱✼ ❀ ✸✸✱✷❪
❙♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✶✺✱✻ ✶✷✱✶ ✻✹✱✹ ✷✺✱✻
✭✶✷ s♦♥❞❛❣❡s✮ ❬✶✵✱✹ ❀ ✷✵✱✾❪ ❬✺✹✱✸ ❀ ✼✹✱✶❪
❈♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✼✱✺ ✹✱✶ ✶✶✼✱✸ ✺✾✱✹
✭✹✺ s♦♥❞❛❣❡s✮ ❬✻✱✷ ❀ ✽✱✼❪ ❬✾✽✱✻ ❀ ✶✸✻✱✶❪
❙♦❧ ♥❛t✉r❡❧ ✻✱✸ ✹✱✺ ✕ ✕
✭✹✺ s♦♥❞❛❣❡s✮ ❬✹✱✾ ❀ ✼✱✼❪
❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✳
❙✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér② ✭t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✺✮ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ✿
✸✹
✕ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❝❡ s✐t❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✭s❛❜❧❡s ❝❛✐❧❧♦✉t✐s✮✱ ♣rés❡♥t❡♥t
✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ✭s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✽✵ ✪✮✱
✕ ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✱ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧❛r❣❡✲
♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉rs à ✸✵ ✪✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞é♣❛ss❛♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ✶ ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✵✮✳
❙✐t❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡s ✼✵ s♦♥❞❛❣❡s✱ s♦♥t r❛ss❡♠❜❧és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✻✳
❈♦✉❝❤❡ qdmoy ❬▼P❛❪ ➱♣❛✐ss❡✉r ❬❝♠❪
▼♦②❡♥♥❡ ➱❝❛rt t②♣❡ ▼♦②❡♥♥❡ ➱❝❛rt t②♣❡
❇❛❧❧❛st s❛✐♥ ✼✱✾ ✺ ✶✼✱✺ ✶✶✱✺
❬ ❬✶✹✱✵ ❀ ✷✶✱✶❪ ✻✱✸ ❀ ✾✱✹❪
❇❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ✸✹✱✵ ✶✵✱✺ ✷✷✱✸ ✶✵✱✺
❬✸✵✱✽ ❀ ✸✼✱✸❪ ❬✶✾✱✵ ❀ ✷✺✱✾❪
❙♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✸✼✱✸ ✶✶✱✹ ✕ ✕
❬✸✸✱✽ ❀ ✹✵✱✽❪
❚❛❜❧❡ ✶✳✻✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥✳
❙✉r ❝❡ s✐t❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ✿
✕ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱
✕ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ✭✼✱✾✷ ▼P❛✮
❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉r
❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❡t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡✱ ❞❡s rés✐st❛♥❝❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡s qd ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✐t❡✳
P♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ❡①❛♠✐♥és✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✮ ♥❡tt❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉① ❛✉tr❡s ❝♦✉❝❤❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♠❡t
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ♣❡r♠❡t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞❡ r❡❧✐❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té é✈❛❧✉é❡✳
▲❡s q✉❛tr❡ s✐t❡s ❛♥❛❧②sés ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡
❜❛❧❧❛st ❡t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ▲❡ s✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡ ✭❧✐❣♥❡ ▲●❱✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉① ❛✉tr❡s s✐t❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ rés✐st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❢❛✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ tr❛✜❝ s✉r ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ s✐t❡ ❞❡ ❘✐♦♠ ✭❧✐❣♥❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ tr❛✜❝✮ ♦✉ ❛✉ s✐t❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥ ✭❧✐❣♥❡ ▲●❱ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ ✈✐❡✮✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡
❢❛✐❜❧❡s rés✐st❛♥❝❡s ❡t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲❡ s✐t❡
❞❡ ❈❤❛♠❜ér② ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ❛✉tr❡s s✐t❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
✐♠♣♦rt❛♥t❡ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡ ❝❡ s✐t❡✳
❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞✉ t❡rr❛✐♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t
❞❡s t❡sts ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡t ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ à ❞❡s ❧♦✐s t❤é♦r✐q✉❡s✳
✸✺
✶✳✺✳✷ ❚❡sts ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ t❡st
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❞❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞ér✐✈❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ▲❡
t❡st ❞❡ χ2✱ ♣rés❡♥té ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✱ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ à ✉♥❡
❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t♦✉t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s r❡❧❛t✐❢s à ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✭npi✮ ♣❛r ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s r❡❧❛t✐❢s à ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ❧✐st❡ ✭n′i✮✳ ▲❡ χ
2 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
∑m
i=1
(ni−n′i)2
n′i
✳
❆✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ✉♥ t✐r❛❣❡ ❛✉ ❤❛s❛r❞
❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ ✭≥ 30✮✳ P✉✐s ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ χ2 q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❡♥s✉✐t❡
à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✜①é à ✺ ✪✳
❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ t❡st ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ❞❡
♠❡s✉r❡s✳ ■❧ ❡st à s✐❣♥❛❧❡r ✐❝✐ q✉❡ ❝❡ t❡st ❡st ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à
✸✵ ✭t❛❜❧❡❛✉① ✶✳✼✱ ✶✳✽ ❡t ✶✳✾✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ♠❡s✉r❡s s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❘✐♦♠ ♥✬♦♥t ♣❛s été ❡①♣❧♦✐té❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✳
P❛r❛♠ètr❡ ❘és✉❧t❛t
é♣❛✐ss❡✉r ❜❛❧❧❛st s❛✐♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
qd ❜❛❧❧❛st s❛✐♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
é♣❛✐ss❡✉r ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
qd ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
❚❛❜❧❡ ✶✳✼✿ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té s✉r ▲❛r♦❝❤❡✳
P❛r❛♠ètr❡ ❘és✉❧t❛t
é♣❛✐ss❡✉r ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
qd ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
qd ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ▲✐♠♦♥s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
❚❛❜❧❡ ✶✳✽✿ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✳
P❛r❛♠ètr❡ ❘és✉❧t❛t
é♣❛✐ss❡✉r ❜❛❧❧❛st s❛✐♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
qd ❜❛❧❧❛st s❛✐♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
é♣❛✐ss❡✉r ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
qd ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
qd s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
❚❛❜❧❡ ✶✳✾✿ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥✳
▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞♦♥t ❧❡ t❡st ❛ ♠♦♥tré ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✱ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞✉ t❡r✲
r❛✐♥✳ ▲❛ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ❝♦♥st❛té❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♣❡✉t êtr❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
à ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❛❧ ♠❛îtr✐sés ✭♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡❛✉ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❡t à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♥❞❛❣❡s q✉✐ s♦♥t
✸✻
❡s♣❛❝és✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♠ètr❡s✳ ▲❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❤②❞r✐q✉❡s ❞❡s
♠❛tér✐❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ③♦♥❡s ❛②❛♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ♣❛r s✉✐t❡✱
❞✬❛✈♦✐r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ré❛❧✐té ❞✉ t❡rr❛✐♥✳
✶✳✺✳✸ ❚❡sts ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✮ ❞❡s é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s r❡❝✉❡✐❧❧✐s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡st ❞❡ χ2 ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ✭❑✲❙✮
❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✺ ✪✳ ◆♦✉s t❡st♦♥s ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ à ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡
✭t❛❜❧❡❛✉① ✶✳✶✵ à ✶✳✶✸✮✳ ▲❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❡s✉rés s♦♥t ❞♦♥♥és s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✷✷ à
✶✳✷✹✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♥♦✉s
r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞ Y ∼ N(0, 1) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❈❛s ❞❡ ❧♦✐ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ✿
❙♦✐t X ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ mX ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2X ✿ X ∼ LN(mX , σ2X)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
❧✬é❣❛❧✐té ❡♥ ❧♦✐ ✿
Y =
lnX −m
σ
✭✶✳✶✾✮
❛✈❡❝ ✿
m = ln(
mX√
1 + v2X
) ; σ =
√
ln(1 + v2X) ; vX =
σX
mX
✭✶✳✷✵✮
❈❛s ❞❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✿
❙♦✐t X ✉♥❡ ✈✳❛✳ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ mX ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2X ✿ X ∼ N(mX , σ2X)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
❧✬é❣❛❧✐té ❡♥ ❧♦✐ ✿
Y =
X −mX
σX
✭✶✳✷✶✮
❝♦✉❝❤❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❧♦✐ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❑✲❙ χ2 ❑✲❙ χ2
❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ➱♣❛✐ss❡✉r ◆♦♥ r❡❥❡té❡ ◆♦♥ r❡❥❡té❡ ❘❡❥❡té❡ ❘❡❥❡té❡
qd ❘❡❥❡té❡ ❘❡❥❡té❡ ◆♦♥ r❡❥❡té❡ ◆♦♥ r❡❥❡té❡
❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ➱♣❛✐ss❡✉r ❘❡❥❡té❡ ❘❡❥❡té❡ ◆♦♥ r❡❥❡té❡ ◆♦♥ r❡❥❡té❡
qd ◆♦♥ r❡❥❡té❡ ◆♦♥ r❡❥❡té❡ ❘❡❥❡té❡ ❘❡❥❡té❡
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✵✿ ❚❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷✿ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡✳
❝♦✉❝❤❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❧♦✐ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❑✲❙ χ2 ❑✲❙ χ2
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ➱♣❛✐ss❡✉r ❘❡❥❡té❡ ❘❡❥❡té❡ ◆♦♥ r❡❥❡té❡ ◆♦♥ r❡❥❡té❡
qd ❘❡❥❡té❡ ❘❡❥❡té❡ ◆♦♥ r❡❥❡té❡ ◆♦♥ r❡❥❡té❡
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❧✐♠♦♥s qd ❘❡❥❡té❡ ❘❡❥❡té❡ ❘❡❥❡té❡ ◆♦♥ r❡❥❡té❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹✿ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥✳
▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér② ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞❡s ré♣❛rt✐t✐♦♥s
❧♦❣♥♦r♠❛❧❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡❥❡té❡ ♣❛r ❧❡ t❡st ❞✉ χ2✳ ▲❡ s✐t❡ ❞❡
▼❡❧✉♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❡s✉rés ♠❛❧❣ré ❧❡✉r ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✱ ❝♦♠♣❛ré ❛✉①
❛✉tr❡s s✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ▲●❱✳ ▲❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣é♥é✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s ✈❡rs ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❧♦✐s t❤é♦r✐q✉❡s✳ ❙✉r ❧❡ s✐t❡
❞❡ ▲❛r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡st ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
❡t qd ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❧♦✐s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s t❤é♦r✐q✉❡s
♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡✳ ■❧ s❡r❛ ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥t❛❝❤és ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❧♦✐s✳
✶✳✺✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❡s✉rés
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛✜♥ ❞❡
r❛✣♥❡r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♣❛r❛♠ètr❡s✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❙♦✐t (X,Y ) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈✳❛✳ s❝❛❧❛✐r❡s✳ ▲❡✉r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✬é❝r✐t ✿
ΓXY =
E((X −mX)(Y −mY ))√
E((X −mX)2)
√
E((Y −mY )2)
=
Cov(X,Y )
σXσY
✭✶✳✷✷✮
✹✵
❙♦✐t {(Xk, Yk), k = 1, N} ✉♥❡ ◆✲❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦♣✐❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ (X,Y )✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (X,Y )✱ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿
ΓˆXY =
ˆCov(X,Y )
σˆX σˆY
✭✶✳✷✸✮
♦ù
ˆCovX,Y =
1
N − 1
N∑
k=1
(Xk − mˆX)(Yk − mˆY )
mˆX =
1
N
N∑
k=1
Xk ; σˆ
2
X =
1
N − 1
N∑
k=1
(Xk − mˆX)2
mˆY =
1
N
N∑
k=1
Yk ; σˆ
2
Y =
1
N − 1
N∑
k=1
(Yk − mˆY )2
❙♦✐t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ {(xk, yk), k = 1, N} ❞❡ ❧❛ ◆✲❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ {(Xk, Yk), k = 1, N}✳ ❯♥❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧❛
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ (X,Y ) ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
rXY =
s(X,Y )
sXsY
✭✶✳✷✹✮
❛✈❡❝
sX,Y =
1
N − 1
N∑
k=1
(xk − µX)(yk −muY )
µX =
1
N
N∑
k=1
xk ; s
2
X =
1
N − 1
N∑
k=1
x2k − µ2X
µY =
1
N
N∑
k=1
yk ; s
2
Y =
1
N − 1
N∑
k=1
y2k − µ2Y
rXY ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ réé❝r✐t❡ ✿
rXY =
∑N
k=1(xk − µX)(yk − µY )√∑N
k=1(xk − µX)2
√∑N
k=1(yk − µY )2
✭✶✳✷✺✮
❙✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡
❙✉r ❝❡ s✐t❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ✭bs✮ ❡t
❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ✭bp✮✳ ◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ✭ep✮ ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ✭qd✮ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡
s✐t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✸✳
epbs qdbs epbp qdbp
epbs ✶✵✵ ✸✼✱✸✷ ✸✸✱✸✽ ✸✺✱✶✵
qdbs ✕ ✶✵✵ ✷✸✱✼✹ ✺✷✱✹✸
epbp ✕ ✕ ✶✵✵ ✷✸✱✼✹
qdbp ✕ ✕ ✕ ✶✵✵
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✸✿ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭✪✮ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡✳
✹✶
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦✉❝❤❡s ✭❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ❡t ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é✮ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ❡t ♥❡ ❞é♣❛ss❡♥t
♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✸✽ ✪ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝÷✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡
❜❛❧❧❛st s❛✐♥ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ✭r = 52, 43 %✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱
❝❡s ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ❞♦♥❝ s✉❜✐ ❧❡ ♠ê♠❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳
❙✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②
▲❡s ♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛ s✉r ❝❡ s✐t❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ✭ep✮ ❡t ❧❡s rés✐st❛♥❝❡s ✭qd✮ ❞❡s
q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❜❛❧❧❛st ✭b✮✱ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✭sc✮✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭pf✮ ❡t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡
❧✐♠♦♥s ✭lm✮✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✹✳
epb qdb epsc qdsc eppf qdpf qdlm
epb ✶✵✵ ✶✾✱✹✼ ✸✽✱✼✷ ✹✾✱✺✸ ✺✹✱✺✹ ✽✱✹✾ ✹✸✱✷✻
qdb ✕ ✶✵✵ ✷✻✱✷✶ ✶✹✱✽✵ ✹✷✱✺✶ ✶✻✱✸✻ ✹✼✱✻✸
epsc ✕ ✕ ✶✵✵ ✸✹✱✹✵ ✸✻✱✺✻ ✶✺✱✾✹ ✶✸✱✻✽
qdsc ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✻✱✹✺ ✹✸✱✻✻ ✹✱✺✺
eppf ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✷✷✱✻✺ ✷✼✱✺✸
qdpf ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✷✶✱✺✽
qdlm ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✹✿ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭✪✮ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✳
❙✉r ❝❡ s✐t❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡t ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❝❤❡
s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ 19, 47 %✱ 34, 40 %✱
22, 65 % ❡t 29, 09 % ♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛✈❡❝
❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ NL✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✺✳
epb qdb epsc qdsc eppf qdpf qdlm
◆▲ ✸✾✱✹✾ ✷✱✾✻ ✽✱✻✻ ✺✵✱✵✺ ✸✷✱✾✹ ✷✺✱✽✼ ✸✺✱✶✶
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✺✿ ❈♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér② ❛✈❡❝ ❧❡ NL✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡s ♣❧✉s ❧✐és ❛✉ NL s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s rés✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛
s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡t ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✳
❙✐t❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❡s✉rés s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥ s♦♥t ❞♦♥♥és
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✻✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r tr♦✐s ❝♦✉❝❤❡s ✿ ❜❛❧❧❛st
s❛✐♥ ✭bs✮✱ ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ✭pb✮ ❡t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭pf✮✳
epbs qdbs epbp qdbp qdpf
epbs ✶✵✵ ✶✺✱✸✶ ✻✺✱✵✽ ✶✱✽✼ ✷✺✱✼✷
qdbs ✕ ✶✵✵ ✼✱✾✻ ✻✹✱✹✾ ✸✱✽✷
epbp ✕ ✕ ✶✵✵ ✷✱✾✹ ✹✱✸✻
qdbp ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✻✱✷✾
qdpf ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✻✿ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭✪✮ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥✳
✹✷
❙✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ▼❡❧✉♥✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ▲❛r♦❝❤❡✱ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s rés✐st❛♥❝❡s ❡t ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ❡t ❞❡ ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ✭r = 64, 49 %✮
❛✐♥s✐ q✉✬❡♥tr❡ ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡s ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ✭r = 65, 08 %✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ✭é♣❛✐ss❡✉r ❡t rés✐st❛♥❝❡✮ r❡st❡♥t
❢❛✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛❧❡✉rs tr♦✉✈é❡s s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s s✐t❡s✳
❇✐❧❛♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦r✲
ré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❡s✉rés ✭é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❡t rés✐st❛♥❝❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✮✳ ◆♦✉s
r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❛ss❡♥t ✺✵ ✪✳ P♦✉r ❧❡s
❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❛ss❡♥t ♣❛s ✷✺ ✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t ✐ss✉s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s
♠❡s✉r❡s ✐♥ s✐t✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s♦❧✳ ❖r✱ ♦♥ r❡♣r♦❝❤❡ s♦✉✈❡♥t à ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s
rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ÷✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❬✻✻❪✳ ■❧ ❢❛✉t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ tr♦✉✈é ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥ts
❡♥tr❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ s✐♠♣❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
❡①✐st❡r✱ s✐♥♦♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❡❧❧❡♠❡♥t ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér② ✭54, 54 %✮✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s
ét❛❜❧✐❡s s✉r ✉♥ s✐t❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❛❞❛♣té❡s s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ s✐t❡✱ ♠ê♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥
s♦❧ ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ tr❛❞✉✐t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ❝❡✉①
q✉✐ s♦♥t ❛♥❛❧②sés✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❤②❞r✐q✉❡ ❞✉ s♦❧✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ s❛ ♥❛t✉r❡ ❬✻✼❪✳
✶✳✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❡t ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛✲
❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣✐❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t à
❞❡s ❧♦✐s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡✳
▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ P❛♥❞❛✲❣é♦❞❡♥s❝♦♣✐❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ♣❛r
❝♦✉❝❤❡✱ ❞❡s rés✐st❛♥❝❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❞✉ ♣é♥étr♦♠ètr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✉✐s♠❛♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ÷❞♦♠ètr✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ✭❝❢ ❊qs✭✶✳✶✷ ❡t ✶✳✶✸✮✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✼ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✉✐s♠❛♥ α ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛té✲
r✐❛✉① r❡♥❝♦♥trés s✉r ❧❡s ✹ s✐t❡s ét✉❞✐és✳
❙✐t❡ ❈♦✉❝❤❡ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦❡❢✳ ❞❡ ❇✉✐s♠❛♥ α
❜❛❧❧❛st ❣r❛✈❡ ✸✱✺
❘✐♦♠ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ s❛❜❧❡ ❡t ❣r❛✈❡ ❧✐♠♦♥❡✉① ✸
s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ s❛❜❧❡ ❡t ❣r❛✈❡ ❧✐♠♦♥❡✉① ✸
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ s❛❜❧❡ ❡t ❣r❛✈❡ ❧✐♠♦♥❡✉① ✸
❜❛❧❧❛st ❣r❛✈❡ ✸✱✺
s❛❜❧❡ s❛❜❧❡ ✶✱✺
❈❤❛♠❜ér② ❧✐♠♦♥ s❛❜❧❡✉① ❧✐♠♦♥s s❛❜❧❡✉① ✶✱✶✺
❧✐♠♦♥s ❧✐♠♦♥s ✶✱✺
▲❛r♦❝❤❡ ❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ❣r❛✈❡ ✸✱✺
✫ ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ❣r❛✈❡ ✸✱✺
▼❡❧✉♥ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❄ ❄ ❄ ✕
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✼✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✉✐s♠❛♥ α r❡t❡♥✉s ♣♦✉rs ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ét✉❞✐és✳
❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✽ ♥♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s q✉✐
✹✸
s❡r✈✐r♦♥t à ❛❧✐♠❡♥t❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐✲
❣♥❡r q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❧✐♠✐t❡ ❧❡✉r ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✭s✐t❡ ❞❡ ❘✐♦♠ ❡t ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s
❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✮✳
❙✐t❡ ❈♦✉❝❤❡ ❊ ❬▼P❛❪ ▲♦✐ ❞❡ ❊♣❛✐ss❡✉r ❬❝♠❪ ▲♦✐ ❞❡
m σ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ m σ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ✶✻✱✺✾ ✶✹✱✺✾ ✯✯ ✷✹ ✷✱✼✸ ✯✯
❘✐♦♠ ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ✸✽✱✷✺ ✷✺✱✹✹ ✯✯ ✺✹ ✶✵✱✹✺ ✯✯
s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✶✺✱✷✹ ✼✱✽✻ ✯✯ ✹✷ ✷✸ ✯✯
♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ✶✽✱✶✽ ✻✱✾✸ ✯✯ ✼✸ ✷✸✱✹✽ ✯✯
❜❛❧❧❛st ✸✽✱✾✶ ✶✶✱✷✼ ✯✯ ✷✻✱✺✵ ✶✶✱✼✺ ✯✯
s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✷✻✱✺✺ ✶✽✱✷✼ ✯✯ ✻✹✱✹✵ ✷✺✱✻✹ ✯✯
❈❤❛♠❜ér② ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ✾✱✷✵ ✺✱✽✹ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ✶✶✼✱✸✽ ✺✾✱✹ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡
❧✐♠♦♥s ✶✵✱✼✹ ✽✱✻✶ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ✶✻✷✱✷ ✻✾✱✹ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡
❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ✼✵✱✻✻ ✶✻✱✷✽ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ✷✵✱✶✾ ✹✱✷✺ ♥♦r♠❛❧❡
▲❛r♦❝❤❡ ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ✷✶✽✱✷✾ ✼✷✱✸✹ ♥♦r♠❛❧❡ ✷✺✱✷✽ ✼✱✵✾ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡
❜❛❧❧❛st s❛✐♥ ✻✶✱✹✶ ✹✵✱✹ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ✼✱✾✷ ✺ ✯✯
▼❡❧✉♥ ❜❛❧❧❛st ♣♦❧❧✉é ✶✷✵✱✻✶ ✸✻✱✾✷ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ✷✷✱✸✵ ✶✵✱✺✺ ♥♦r♠❛❧❡
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✽✿ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s✳
■❧ ❡st à s✐❣♥❛❧❡r ✐❝✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ été ❝♦♥❢r♦♥té❡ à ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✿
✕ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧✐é à ❧❛ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣ré❧❡✈és ❀ ❧❛ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❛❧ ♠❛îtr✐sés✱ ♣r♦❜❧è♠❡
♣rés❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s t❡sts ✐♥ s✐t✉ ❀
✕ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s r❡❝✉❡✐❧❧✐s ✐♥ s✐t✉ ❡st tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡
r✐❣♦✉r❡✉s❡ ✭❞♦♥♥é❡s ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❘✐♦♠✱ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡
♣♦✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✮ ❀ ❝❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t êtr❡ ♥✉✐s✐❜❧❡ à ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s
♦❜t❡♥✉❡s✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✽✵ s♦♥❞❛❣❡s ❛✈❡❝
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✺✵ ♠ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ✜❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡✉r t❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t r❡❧✐é❡s ❛✉ NL✳
✶✳✻ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ✈♦✐❡s
▲❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛✉s❝✉❧t❛t✐♦♥ ♣rés❡♥tés ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♥♦♥ ❞❡s✲
tr✉❝t✐❢s✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ♣❛r ❣é♦r❛❞❛r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✭é♣❛✐ss❡✉r
❞❡s ❝♦✉❝❤❡s✮ ❡t ❧❡ ❘❙▼❱ ♣❡r♠❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ P❛♥❞❛✲
❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣✐❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✬❛s✲
s✐s❡ ✭é♣❛✐ss❡✉r✱ ét❛t ❤②❞r✐q✉❡✱ ♥❛t✉r❡ ❞❡s s♦❧s✱ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✳✳✳✮✳
▲❡s ♠❡s✉r❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❘❙▼❱ ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ■♥♥♦tr❛❝❦✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡t ♦✉t✐❧
♣❡✉t êtr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ③♦♥❡s à ♣r♦❜❧è♠❡ ✭♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ q✉✐ s❡
tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ✿ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ❡st ✐❧❧✉stré
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✺ ❡♥tr❡ ❧❡s P❑ ✻✻✷✰✵✵✵ ❡t ✻✻✸✰✵✵✵✳
✹✹
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✺✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❘❙▼❱✳
▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❘❙▼❱ ❡st ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ s✉✲
♣❡rstr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ r✐❣✐❞✐té ♠❡s✉ré❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐r❡ ❛✈❡❝
♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❘❙▼❱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳
◆♦✉s ❡ss❛✐❡r♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❞✬❛♣♣♦rt❡r q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t
❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❘❙▼❱ ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s
❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❘❙▼❱ ❡t ❣é♦r❛❞❛r ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r r❡♠♦♥t❡r à ❧❛
s♦✉r❝❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❧✐és à ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳
▲❡s ♠❡s✉r❡s ♣é♥étr♦♠étr✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ P❛♥❞❛✲❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣❡ s♦♥t ❧❡ ♠♦②❡♥ ❧❡ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✿ t❡①t✉r❡✱ ❣é♦♠étr✐❡✱ ét❛t ❤②❞r✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ rés✐s✲
t❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ✭qd✮✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✳
❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ❝❡rt❡s r✐❝❤❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ♠❛✐s
r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡ss❛✐s P❛♥❞❛ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❘❙▼❱ ❡t ❣é♦r❛❞❛r ✿
❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s❡r✈✐r♦♥t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ tr♦♥ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ tr❛✐té✱ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs
❡t ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
✶✳✻✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é✲
❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ s♦✉s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✐st❛♥❝❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✱ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣❛r ❣é♦r❛❞❛r ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❣❧♦❜❛❧❡
❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❘❙▼❱ ✭♥♦té❡ K✮✳
✶✳✻✳✷ ➱♣❛✐ss❡✉r ❞✉ ❜❛❧❧❛st ✲ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡
P♦✉r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡✉① ③♦♥❡s ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✳
❙✉r ❧❛ ③♦♥❡ ✶ ✭❡♥tr❡ ❧❡s P❑ ✶✺✵✰✽✵✵ ❡t P❑ ✶✺✷✰✷✵✵✮✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣❛r ❣é♦r❛❞❛r ❡t
❘❙▼❱✳ ❙✉r ❧❛ ③♦♥❡ ✷ ✭❡♥tr❡ ❧❡s P❑ ✶✺✸✰✽✵✵ ❡t P❑ ✶✺✼✰✵✵✵✮✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❘❙▼❱ ❡t
❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣✐q✉❡s✳
✹✺
●é♦r❛❞❛r✲❘❙▼❱
❉❡s ♠❡s✉r❡s ❣é♦r❛❞❛r s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❈❤❛♠❜ér②✲❙t✲P✐❡rr❡✲❞✬❆❧❜✐❣♥② ét❛♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ✭❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✻✮✳ ▲❛
❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❛✉s❝✉❧té❡ ❡st ❞❡ ✶✱✹ ❦♠ ✭❡♥tr❡ ❧❡s P❑ ✶✺✵✰✽✵✵ ❡t P❑ ✶✺✷✰✷✵✵✮✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s
❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✭❛✈❡❝ ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✿ ✻✱✽ ❡t ✶✶✱✹ ❍③✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❣é♦r❛❞❛r s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✻✳
1.508 1.51 1.512 1.514 1.516 1.518 1.52 1.522
x 10
0
100
200
300
400
500
600
700
Position (PK)
Epaisseur couche de ballast (mm)
Rigidité de la voie [kN/mm] (11,4Hz)
Rigidité de la voie [kN/mm] (6,8Hz)
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✻✿ ▼❡s✉r❡s ❣é♦r❛❞❛r ❡t ❘❙▼❱✳
❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ③♦♥❡s ❛②❛♥t ❞❡s r✐❣✐❞✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉✐ ♦♥t
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ③♦♥❡ ✶ ✿ ❡♥tr❡ ❧❡ P❑ ✶✺✵✰✽✵✵ ❡t ❧❡ P❑ ✶✺✶✰✽✵✵✱ ❧❡s tr❛✈❡rs❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡ s♦♥t ❡♥ ❜♦✐s ❀ ❧❡s
r✐❣✐❞✐tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡ s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✶✵✷ ❦◆✴♠♠ ❀
✕ ③♦♥❡ ✷ ✿ ❡♥tr❡ ❧❡ P❑ ✶✺✶✰✽✵✵ ❡t ❧❡ P❑ ✶✺✷✰✷✵✵✱ ❧❡s tr❛✈❡rs❡s s♦♥t ❡♥ ❜ét♦♥ ✿ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛
r✐❣✐❞✐té ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❡st ❞❡ ✷✶✷ ❦◆✴♠♠✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✲
str✉❝t✉r❡ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉ t②♣❡ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✷✼❛ ❡t ✶✳✷✼❜✱ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r
❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♠❡s✉ré❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳
✹✻
300 400 400 000 000 60000
100
100
200
epaisseur ballast [mm]
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m]
K(11,4HZ)
K(6,8HZ)
460 480 500 520 540 560 580 600 620 64050
100
150
200
250
300
epaisseur ballast [mm]
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K(6,8HZ)
❛ ✿ ③♦♥❡ ✶ ❜ ✿ ③♦♥❡ ✷
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✼✿ ❘✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✭❘❙▼❱✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❜❛❧❧❛st✳
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❊q✳ ✶✳✷✺ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ♠❡s✉ré❡s s♦♥t ✿
✕ ③♦♥❡ ✶ ✿ à ✻✱✽ ❍③✱ rxy = 15 % ❡t à ✶✶✱✹ ❍③✱ rxy = 20 %✱
✕ ③♦♥❡ ✷ ✿ à ✻✱✽ ❍③✱ rxy = 36 % ❡t à ✶✶✱✹ ❍③✱ rxy = 49 %✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ✶✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❛ ♣❡✉ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r
❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ③♦♥❡ ✷✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts
♥♦t❛♠♠❡♥t à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✈♦✐s✐♥❡ ✺✵ ✪✳
●é♦❡♥❞♦s❝♦♣✐❡✲❘❙▼❱
◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ✶✺ s♦♥❞❛❣❡s P❛♥❞❛✲❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣❡ s✉r ❧❛ ③♦♥❡ s✐t✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❡ P❑ ✶✺✸✰✽✵✵ ❡t ❧❡
P❑ ✶✺✼✰✵✵✵✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡✉rs ♠♦❞✉❧❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✽ ❞♦♥♥❡ ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ♠❡s✉ré❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s r✐❣✐❞✐tés
♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❘❙▼❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳
1.535 1.54 1.545 1.55 1.555 1.56 1.565 1.57
x 10
100
150
200
250
300
350
400
450
500
550
600
position (pk)
 
K(6,8HZ)[kN/mm]
K(11,4HZ)[kN/mm]
Epaisseur ballast [mm]
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✽✿ ▼❡s✉r❡s P❛♥❞❛ ❡t ❘❙▼❱✳
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿
✕ à ✻✱✽ ❍③✱ rxy = 43 %✱
✹✼
✕ à ✶✶✱✹ ❍③✱ rxy = 52 %✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ✐ss✉❡s ❞✉ P❛♥❞❛✲❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣❡ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té
❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ✐❝✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✷ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ❣é♦r❛❞❛r✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r ✐❝✐ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭s✉rt♦✉t à ❢❛✐❜❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡✮ ❡t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝
❧❡s ♠❡s✉r❡s ❣é♦r❛❞❛r✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✭P❛♥❞❛✲
❣é♦r❛❞❛r✮ ❀ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♣❛r ❣é♦r❛❞❛r s♦♥t ♣❧✉s ✑♣ré❝✐s❡s✑ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉
❞❡s é♣❛✐ss❡✉rs✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛
✈♦✐❡ ❡t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❣é♦r❛❞❛r ❡t P❛♥❞❛✲❣é♦❡♥❞♦s❝♦♣❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡
♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡✳ P♦✉r ❧❡s tr♦♥ç♦♥s ❞❡
✈♦✐❡ à tr❛✈❡rs❡s ❡♥ ❜ét♦♥✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉❡ ❝❡✉① ♣♦✉r ❧❡s tr♦♥ç♦♥s
à tr❛✈❡rs❡s ❡♥ ❜♦✐s✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡st ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥t❡
s✉r ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ q✉✬à ❢❛✐❜❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳
✶✳✻✳✸ ▼♦❞✉❧❡s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ✲ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲
❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ❘❙▼❱✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✾
♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ s♦♥❞❛❣❡✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡t ❧❡s r✐❣✐❞✐tés ❛✈❡❝ ❧❡s
❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✭❘❙▼❱✮ ❛✉①
❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s♦♥t ❞♦♥♥és
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✾✳
1.535 1.54 1.545 1.55 1.555 1.56 1.565 1.57
x 10	
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K [kN/mm] (11,4HZ)
K [kN/mm] (6,8HZ)
E [MPa] couche de ballast
E[ MPa] sous−couche
E [MPa] couche de forme
E [MPa] couche de Limons
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✾✿ ▼❡s✉r❡s P❛♥❞❛ ❡t ❘❙▼❱✳
rxy ✭✪✮ ❑ ✭✻✱✽ ❍③✮ ❑ ✭✶✶✱✹ ❍③✮
❊ ❜❛❧❧❛st ✸✷✱✽ ✷✽
❊ s♦✉s ❝♦✉❝❤❡ ✺✱✾ ✷✶✱✸
❊ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✹✱✺✹ ✶✸✱✹✶
❊ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❧✐♠♦♥s ✶✸✱✹✸ ✺✱✸✺
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✾✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ✲ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳
✹✽
❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡st ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦rré❧é à ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s tr♦✐s
❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s s♦♥t ❝♦rré❧és✳
❆✜♥ ❞❡ r❛✣♥❡r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts qd à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ✿ ✺✵ ❝♠✱ ✶
♠ ❡t ✷ ♠ ❀ ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❘❙▼❱✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s
✶✳✸✵❛ ❡t ✶✳✸✵❜ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts qd ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r✐❣✐❞✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉①
❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ✻✱✽ ❡t ✶✶✱✹ ❍③✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✶✳✷✵✳
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10 * Moy Qq (50cm)
10 *Moy Qq (1m)
10 *Moy Qq (2m)
10 *Moy Qq
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K[11.4Hz]
 
1 * My Qq (00cm)
10 *Moy Qq (1m)
10 *Moy Qq (2m)
10 *Moy Qq
✻✱✽ ❍③ ✶✶✱✹ ❍③
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✵✿ qd ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳
rxy% qd(50 cm) qd(1 m) qd(2 m) qdmoy
❑ ✭✻✱✽ ❍③✮ ✶✽✱✺ ✸✶✱✹ ✶✼✱✽ ✶✾✱✹
❑ ✭✶✶✱✹ ❍③✮ ✻✱✶ ✾✱✸ ✹✺✱✽ ✺✵✱✵
❚❛❜❧❡ ✶✳✷✵✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s qd ✲ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬à ❢❛✐❜❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ❘❙▼❱
❡st ♣❧✉s ❧✐é❡ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s qd à ✶ ♠ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡t à ❧❛
s♦✉s ❝♦✉❝❤❡✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s r✐❣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✮ q✉✬❛✉① ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ qd✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❘❙▼❱ ❡st ❧✐♠✐té à ❝❡s ❞❡✉①
❝♦✉❝❤❡s ❡t ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡ ✭r❛✐❧✱ s❡♠❡❧❧❡s s♦✉s r❛✐❧ ❡t tr❛✈❡rs❡s✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r
❧❛ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ♣❧✉s ♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡s✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❧✐é à ❧❛ ❢♦rt❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s à ❝❡tt❡
❢réq✉❡♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✼✵ ✪ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
✶✳✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡♥té ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡
♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ❘❙▼❱ ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❡t
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❢♦rt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡ ❡t ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❡rs❡s✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ❘❙▼❱ ❡st ✉♥❡ r✐❣✐❞✐té
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st à ❢❛✐❜❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❛❧♦rs
q✉✬à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s s✐t✉é❡s à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✷ ♠ s♦♥t ♣r✐s
❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
✹✾
✶✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❞♦♣té❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛ ❡t ❣é♦✲❡♥❞♦s❝♦♣✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❡t ❧❡s
rés✐st❛♥❝❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ s❡♥✲
s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ✭♠♦❞✉❧❡ ❡t é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✉ s♦❧✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐s✲
t✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ré❛❧✐sé ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❧♦✐s t❤é♦r✐q✉❡s ✿ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ✭▲◆✮ ❡t
♥♦r♠❛❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① t❡st ✿ χ2 ❡t ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈✳
P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧❡ s✐t❡ ❞❡
❈❤❛♠❜ér② ✭✉♥ ♠♦❞è❧❡ à q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s✮✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❡s✉rés s✉r
❝❡ s✐t❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛②❛♥t ❞❡s ré♣❛rt✐t✐♦♥s
❧♦❣♥♦r♠❛❧❡s ❡st ♥♦♥ r❡❥❡té❡ ♣❛r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡t s❡r❛ r❡t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷✶ ❧❡ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳
❈♦✉❝❤❡ ➱♣❛✐ss❡✉r ♠♦❞✉❧❡
❬♠❪ ❬▼P❛❪
♠♦②❡♥♥❡ ❝✳✈✳✭✪✮ ❧♦✐ ♠♦②❡♥♥❡ ❝✳✈✳✭✪✮ ❧♦✐
❜❛❧❧❛st ✵✱✷✻✺ ✹✻ ▲◆ ✸✽✱✾✶✹ ✷✾ ▲◆
s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✵✱✻✹✹ ✸✾ ▲◆ ✷✻✱✺✺ ✻✽ ▲◆
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✶✱✶✼ ✻✶ ▲◆ ✾✱✷✵✺ ✻✸ ▲◆
s♦❧ ♥❛t✉r❡❧ ✶✱✻✷✷ ✹✷ ▲◆ ✶✵✱✼✹✸ ✼✹ ▲◆
❚❛❜❧❡ ✶✳✷✶✿ P❛r❛♠ètr❡s r❡t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
P❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣r❡♥❛♥t
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✿
✕ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✿ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ✭❜❛❧❧❛st✱ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✱ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡
❡t ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❛ss✐s❡s✮✱
✕ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té q✉✐ ❡♥t❛❝❤❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ✭é♣❛✐ss❡✉rs ❡t ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s✮✱ ❞é❝r✐t❡
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❞❡s é❝❛rts t②♣❡s ❡t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✺✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❢r❛♥ç❛✐s ❞❡ ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s ❢❛✐t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ r❡♥♦✉✲
✈❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣♦rt✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ❡t ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡
❧♦❝❛❧✐sé❡s q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡s ❞❡ s❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é ❞❡s
✈♦✐❡s✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✭✈♦✐❡ ❜❛❧❧❛sté❡✮ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
❝♦♠♣❧❡①❡ à ♠❛îtr✐s❡r ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ❢♦rt❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s
q✉✐ ❛✛❡❝t❡♥t ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❡t ♠✐❡✉①
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣❡rt✐♥❡♥t❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳
▲❡ r❡❝♦✉rs à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❡♥✲
❥❡✉① ♠❛❥❡✉rs ❧✐és à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ t❛♥t ❞✉
♠❛tér✐❡❧ r♦✉❧❛♥t q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé❝✉r✐té ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❡①✐❣❡❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ s♦✉s s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❬✹✵❪✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❡ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❞❡♠❛r❝❤❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞ét❡r♠✐♥é❡s ✐♥ s✐t✉ ✿ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ✭r❛✐❧✱ tr❛✈❡rs❡s✱ s❡♠❡❧❧❡s s♦✉s✲r❛✐❧✱ ❡t❝✳✮✱ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲
❝♦✉❝❤❡ ❞❡s s♦❧s ❡t ♥❛t✉r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❜rè✈❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t ❛✉① t❡sts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
✺✶
✷✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s ❛ t♦✉❥♦✉rs été ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✿
❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❡t ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ❞❡ ❢❛ç♦♥
♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ❝♦✉♣❧és ♦✉ ❝♦♥s✐❞érés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❬✼✸✱ ✸❪✳ ❯♥ rés✉♠é ❞❡ ❝❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡st
♠♦♥tré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s ❬✼✸❪
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✈♦✐❡s
❢❡rré❡s ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❬✸❪✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡s s♦♥t ❧✐✲
♠✐té❡s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ s✐♠♣❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭♠ét❤♦❞❡s
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✮ s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s
❡t ❛✈❡❝ ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❉✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥t été t❡stés ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉
t❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s ❬✶✵✾✱ ✶✺✱ ✸❪✱ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r♦✉❡✲r❛✐❧ ❬✺✸✱ ✼✽❪✱ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❜❛❧❧❛st
♦✉ ❡♥❝♦r❡ à ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❧✐és ❛✉ ❝♦♥❢♦rt ❬✼✹✱ ✺✸✱ ✼✾❪✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡✲
✺✷
♠❡♥t ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✳ ❇❛❧s❛♥ ❬✾❪ ❛ ré❛❧✐sé ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ✸❉ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛ss✐s❡ ❡♥ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❡ss❛✐s ✐♥ s✐t✉✳ ❙❛✉✈❛❣❡ ❬✾✸❪ ❡t Pr♦✜❧✐❞✐s ❬✼✽❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✭❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❘♦s❛❧✐❡ ❞✉ ▲❈P❈✮ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ✈♦✐❡s ✭r❛✐❧✱ tr❛✈❡rs❡s✱ ❜❧♦❝❤❡ts✱ s❡♠❡❧❧❡s✮
♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦✐❡s s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s ❡✛♦rts ✈❡rt✐❝❛✉① ❡t st❛t✐q✉❡s ❀ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
♣❧❛st✐❝✐té ❞❡ t②♣❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❉r✉❝❦❡r ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❛ss✐s❡ ✭❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t
❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❞❡s ❡ss❛✐s tr✐❛①✐❛✉①✮✳ ❇♦❞✐♥ ❬✶✺❪ ❛ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛♦rts ❧❛tér❛✉① ❡t ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ◆❣✉②❡♥ ❬✼✸❪ ❛ ♠♦❞é❧✐sé ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡
♠❛tér✐❛✉① é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉♠✐s à ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ❝②❝❧✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❛✐❧✲❜❛❧❧❛st ✿ ✐❧ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é✳ ❚❡✐①❡✐r❛ ❬✶✵✻✱ ✻✵❪ ❛
♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts é❧❛st✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ r✐❣✐❞✐té ✈❡rt✐❝❛❧❡
✭ré♣♦♥s❡ ❣❧♦❜❛❧❡✮ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ❝❛♣❛❝✐té ♣♦rt❛♥t❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦ûts ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s ♣❛r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ r✐❣✐❞✐té ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ ❝♦♠♣ré✲
❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ◆♦r♠❛♥ ❬✼✹❪
❛ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ r✐❣✐❞✐té
❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳
✷✳✸ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ❙◆❈❋
▲❛ ❙◆❈❋ ❛ é✈❛❧✉é ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é♠❛r❝❤❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ❈❡s ét✉❞❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ✿
✕ ❧✬✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡t ❞❡ s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱
✕ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱
✕ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✭t❛ss❡♠❡♥t ♦✉ ❢❛t✐❣✉❡✮✳
◆♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈♦✐❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❬✹✵❪✳
✷✳✸✳✶ ▼♦❞è❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ré❞✉✐ts
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡st ♣✐❧♦té ♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
tr❛♥❝❤❡s ✭♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t✮ ❬✽❪✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ét✉❞✐❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ♣é✲
r✐♦❞✐❝✐té ✭tr❛♥❝❤❡✮ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✷✳✷❛✮ ❡t q✉✐ ❛ ❞♦♥❝ été
❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ♠♦t✐❢ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❛ ♣r✐♦r✐ s✉✣s❛♥t✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦❞❛❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é s✉r
✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛♥❝❤❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❉②♥❛✈♦✐❡ ❬✹✺❪✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡st ❡①❛♠✐♥é ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ tr❛❝t✐♦♥✲
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥❝❤❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧❛♥❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ré❞✉✐t
✺✸
❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❙◆❈❋ ✲ ❙❉❚♦♦❧s ✭❉②♥❛✈♦✐❡✮ ❬✽❪ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱ ❧❡✭s✮ ✈é❤✐❝✉❧❡✭s✮ ❡t ❧❡✭s✮ ❝♦✉♣❧❛❣❡✭s✮ ❡♥tr❡ ❧❡ r❛✐❧ ❡t ❧❡✭s✮ r♦✉❡✭s✮ ✿
✕ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡ ✭❞é❝♦✉♣❛❣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ tr❛✈❡rs❡ s❛♥s ❧❡ r❛✐❧✮ ❡st ♠♦✲
❞é❧✐sé❡ ❡♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✸❉ ❛✈❡❝ t♦✉s s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✭❜❧♦❝❤❡t✱ ❡♥tr❡t♦✐s❡✱ s♦❧✳✳✳✮ ❀ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ s♦❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✱ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡s ❡t ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❡t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
q✉✐ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❀
✕ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜❧❡ ❞❡ r❛✐❧ ✭❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡
❧❛ ✈♦✐❡✮ ❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✈❡rt✐❝❛✉① ✭♠♦❞è❧❡ ✶❉✮ ❀
✕ ✉♥ ❜♦❣✐❡ ✭❝❛✐ss❡ ✰ ❡ss✐❡✉✮ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✲❛♠♦rt✐ss❡✉rs✱ ❧❡s ❜♦❣✐❡s
ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❀
✕ ❧❡s ❝♦♥t❛❝ts r♦✉❡✲r❛✐❧ s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s r❡ss♦rts ❧✐♥é❛✐r❡s ✭✉♥ ♣❛r r♦✉❡✮✳
❆♣rès ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✻✱ ✹✺✱ ✶✵✼❪✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ s♦♥t ❛❝✲
❝❡ss✐❜❧❡s ♣❛r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ✈✐t❡ss❡s ❡t ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s✮ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❞é✢❡❝t✐♦♥s✱ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳✳✳✮✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦✐s ❞❡ t❛ss❡♠❡♥t ✭❞❡ t②♣❡ ●✉ér✐♥✲❇♦❞✐♥ ♦✉ ❙❤❡♥t♦♥ ❬✶✺❪✮✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t❛ss❡♠❡♥t ❡st
ré❛❧✐sé ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❝②❝❧❡s ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts
❞❡ ✈♦✐❡ ✭♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥t✮ ♦✉ ❞❡ r♦✉❡✳ ▲❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s❡♠❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦♥❧✐♥é❛✐r❡
❡t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✬❨♦✉♥❣ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✉ s♦❧ ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✭❞✬✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ à ✉♥❡
❛✉tr❡✮✳
▲❡s ❧✐♠✐t❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♦♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱
✕ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧✱
✕ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜❧❡ ❞❡ r❛✐❧ ét❛♥t ♠♦❞é❧✐sé❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ r♦✉❧✐s ♦✉ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦✉r❜❡✱ ❡t❝✳
✕ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♥✉❧ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ ❞❡s x ✭❛①❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✮✱ ❧❛ ✈♦✐❡ ♥❡ s❡ ❞é❢♦r♠❡ ♣❛s ❞❛♥s s♦♥ s❡♥s ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✱
✕ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ tr❛♥❝❤❡ ❡t ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳ ❙✐ ♦♥
✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ✈❛r✐❛❜✐❧✐tés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✭❛❝❝✐❞❡♥ts
❣é♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦✉✈r❛❣❡s ❞✬❛rts✮✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s s✉✣s❛♥t
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❡♥r✐❝❤✐r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❉②♥❛✈♦✐❡ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ t❛ss❡♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♥❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ♥♦s ❛tt❡♥t❡s✳
✷✳✸✳✷ ▼♦❞è❧❡s ✸❉ ❞❡ ✈♦✐❡
▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡ss❛✐s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ♦♥t été ré❛❧✐sés s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐q✉❡s
♥♦♥❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❡♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❜❛❧❧❛s✲
té❡✱ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❣é♥✐❡ ❝✐✈✐❧✳ ❉❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥❧✐♥é❛✐r❡s
s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ♣♦✉r ❧❡ ❜❛❧❧❛st ❡t ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ s♦❧ ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♦ù ❧❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥✬❡♥tr❡♥t ♣❛s ❡♥ ❥❡✉✳
P❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✸❉✱ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈❊❙❆❘✲▲❈P❈ ❬✶✱ ✷✺✱ ✷✼❪✱ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✸✮
s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛r❣❡s r♦✉❧❛♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❜♦❣✐❡ ❞❡ tr❛✐♥✳
✺✹
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡s s✉r ❈❊❙❆❘ ❬✷✼❪✳
▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ✿ r❛✐❧s✱ s❡♠❡❧❧❡s✱ tr❛✈❡rs❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❀ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥ s✐t✉ ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❙✉♣❡rtr❛❝❦ ❀
✕ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ s♦❧ ♦♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st♦✲♣❧❛st✐q✉❡s ❀ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▼♦❤r✲❈♦✉❧♦♠❜ ❀ ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t s✉♣♣♦sés à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❀
✕ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ré✢❡❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✱ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
à ❧❛ ❜❛s❡ ❡t ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❧❛tér❛❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❀
✕ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ✶✷ ♠ètr❡s ✭✷✵ tr❛✈❡rs❡s✮✳
▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ✿ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❡t ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡s
tr❛✈❡rs❡s✱ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❡rs❡s✱ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❇♦✉s✲
s✐♥❡sq ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✈❡rt✐❝❛✉① ❡t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❛ été ✈❛❧✐❞é ❞❛♥s ❧❛
③♦♥❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✱ ❥✉sq✉✬❛✉ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❉②♥❛✈♦✐❡✱
❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ✭❡♥✈✐r♦♥ ✹ ❤❡✉r❡s ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ❞❡✉①
r♦✉❡s✮ ❡t r❡♥❞❡♥t ❞♦♥❝ ❞é❧✐❝❛t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳
✷✳✸✳✸ ▼♦❞è❧❡s ♠✐①t❡s
❉❡ t❡❧s ♠♦❞è❧❡s✱ ❝♦✉♣❧❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱
♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ t❛ss❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st✱ ❞❡s ♣❤é♥♦✲
♠è♥❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❛✐♥✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡
❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❙◆❈❋ ✲ ▲❆▼■ ✭❊◆P❈✴▲❈P❈✮✳
▲❡ ❜✉t ❡st ✐❝✐ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ tr❛✐♥s ❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ s♦❧✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s s❡♠✐✲
❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ♥♦♥ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✱ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❈❊❙❆❘✲▲❈P❈✮✱ ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t✲❝♦♥t✐♥✉ é❧❛❜♦ré ♣❛r ▲✳ ❘✐❝❝✐ ❬✽✷❪
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ s♦❧ s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s
rés❡❛✉① ❝♦♥st✐t✉és ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛rr❡✳
❙❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❛ été ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❜♦❣✐❡ s✐♠✉❧é ♣❛r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ▼✱ ❧❡ t❛ss❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ s♦❧ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈✐t❡ss❡s ❡st é✈❛❧✉é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ P✉✐s✱ ✉♥❡
❢♦✐s ❝❡s ❧♦✐s ❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❜❛❧❧❛st ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
✺✺
❞❡ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦❣✐❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ✿ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ s♦❧ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙❝❤é♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✐①t❡ ❞❡ ❘✐❝❝✐ ❬✽✷❪✳
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♠✐①t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡ ❝♦ût ✭❢❛✐❜❧❡✮ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r
❧❡ ❝♦✉rt t❡r♠❡ ✭♠♦❞è❧❡ é❧❛st✐q✉❡✮✱ ❡t ❞❡s ❧♦✐s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡ ❧♦♥❣
t❡r♠❡ ❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐rré✈❡rs✐❜❧❡s✳
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✶❉ ❡t ✸❉ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❜✐❝♦✉❝❤❡s ❛✐sé♠❡♥t
❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s à ❞❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s✱ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥✜♠❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ♣❧✉s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ❀
✕ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s é❧❡✈és q✉❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞✉ s♦❧ ✭❜❛❧❧❛st ♦✉
♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✮ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❀
✕ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❣r❛✐♥s s✉r ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❞ét❡r♠✐♥é❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✿ s✐ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡✈✐❡♥t
❢❛✐❜❧❡✱ ❧✬❛♠❛s ❣r❛♥✉❧❛✐r❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s❝r❡t ✭✐✳❡✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐s❝r❡t✴❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❝♦♥t✐♥✉✴❝♦♥t✐♥✉✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s✐ ❧❛
❞❡♥s✐té ❞❡ ❣r❛✐♥s s✬❛❝❝r♦ît✱ ❧✬❛♠❛s ❣r❛♥✉❧❛✐r❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉✳
❈❡s ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s ❡t r❛♣✐❞❡s✱ ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s✬❛❞❛♣t❡r
à ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥✐ à ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭♣♦✉r ❧❡ ❜❛❧❧❛st✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ♠ét❤♦❞❡ s♦✉♣❧❡ ❡t ❛❞❛♣t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t
❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❛ été r❡t❡♥✉❡✳
✷✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡
♠✐❡✉① ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ♦✉ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜✐❧✐té✱ s♦✐t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉✬✐❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✭♠♦❞è❧❡ ✸❉ s♦✉s ❈❊❙❆❘✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ s♦✐t ❝❛r ✐❧s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥❧✐♥é❛✐r❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦❝é❞é ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈❛st✸▼ ❬✷✹❪ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬♦✉t✐❧s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✳
✺✻
✷✳✹ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ ❞❡ ✈♦✐❡
P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭▼❊❋✮✱
♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ♦✉ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛
✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ st❛t✐q✉❡ ❡t✴♦✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ P♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡t ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ t❛ss❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s ❞✉ r❛✐❧✱ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈é❤✐❝✉❧❡✲✈♦✐❡✱ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ✈❡rt✐❝❛❧❡
❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳✳✳ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡s ♣❧✉s ét✉❞✐és✳
❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t
♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ ♥♦♥❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿{
q¨(t) + H(q(t), q˙(t), ξ(t), t) = 0 , t > 0
q(0) = q0 , q˙(0) = q˙0
✭✷✳✶✮
♦ù t ❡st ❧❡ t❡♠♣s✱ q : t → q(t) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R+ ❞❛♥s Rl✱ q˙ ❡t q¨ s♦♥t s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡t
s❡❝♦♥❞❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✱ ξ : t→ ξ(t) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R+ ❞❛♥s Rl✱ H : (u,v,w, t)→ H(u,v,w, t)
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ Rl × Rl × Rl × R+ ❞❛♥s Rl ✱ (q0, q˙0) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞♦♥♥é ❞❡ Rl × Rl ❡t l
❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭❞❞❧✮✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ H = (H(r), r = (u,v,w, t) ∈ Rl × Rl × Rl × R+) ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡
♥♦♥❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ξ = (ξ(t), t ∈ R+✮ ❡t q = (q(t), t ∈ R+) r❡♣rés❡♥t❡♥t✱ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♥♦❞❛✉①✳ ξ ❡t H s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✱ q ❡st ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❡t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡s ❞✉ r❛✐❧ ❡t ❞❡s tr❛✈❡rs❡s✱ ♦♥ r❡t✐❡♥t ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❧❛♥❡s✳
✷✳✹✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts é❧❛st✐q✉❡s
♦✉ é❧❛st♦✲♣❧❛st✐q✉❡s ❬✼✾❪✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡ s♦♥t ❛ss✐♠✐❧é❡s à ❞❡s
♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ✐s♦tr♦♣❡s✱ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ét❛♥t s✉♣♣♦sé é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s s♦❧s ✭♠❛tér✐❛✉① ❣r❛♥✉❧❛✐r❡s✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ✐rré✈❡rs✐❜❧❡s ❡t ✐❧s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
é❧❛st♦✲♣❧❛st✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ s♦❧ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿
✕ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ✐♥ s✐t✉ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ qd ❡t s❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✱
✕ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❇✉✐s♠❛♥ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♥♥✉❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❆✜♥
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✉ s♦❧✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱
♣♦✉r ❝❡s ❝♦✉❝❤❡s✱ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st♦✲♣❧❛st✐q✉❡ ❛✈❡❝ é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥❛✐r❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r
❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s s❡r❛ ♣r✐s é❣❛❧ ❛✉ q✉❛rt ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✿
Ec =
1
4
E ✭✷✳✷✮
❈❡ t②♣❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✳
✺✼
✷✳✹✳✷ ▼❛✐❧❧❛❣❡
▲❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❛✉ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛t ❛✉q✉❡❧ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞✉ r❛✐❧ ❡t ❞❡s tr❛✈❡rs❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❧❡s ♣❧✉s s♦❧❧✐❝✐té❡s ✭r❛✐❧✱ s❡♠❡❧❧❡s✱ tr❛✈❡rs❡s ❡t ❜❛❧❧❛st✮✱ ❧❡s
t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✱
✕ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❧♦✐♥t❛✐♥❡s t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❞❡s é❧❛♥❝❡♠❡♥ts s✉♣ér✐❡✉rs
à ✺✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞✬✉♥ tr♦♥ç♦♥ ❞❡ ✸ tr❛✈❡rs❡s ✭✶✱✽ m✮
❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❡rs❡s ✜①é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮✳
❈♦♠♣♦s❛♥t❡ ∆x ✭❝♠✮ ∆y ✭❝♠✮
r❛✐❧ ✻✱✺ ✶✱✺
s❡♠❡❧❧❡ ✻ ✵✱✾
tr❛✈❡rs❡ ✻ ✺✱✺
❜❛❧❧❛st ❝♦♠♣❛❝té ✻✱✺ ✼✱✹✷
s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✻✱✺ ✶✷✱✽✽
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✻✱✺ ✶✷✳✶✺
❧✐♠♦♥ ✻✱✺ ✷✼✱✵✸
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❚❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✸ tr❛✈❡rs❡s✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ✿ ❧❛
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡t ❧❛ ré✢❡❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛✲
t✐♦♥ ❬✾✹❪✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré✢❡❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ◆♦✉s
✺✽
❝✐t♦♥s à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❛❜s♦r❜❛♥t❡ ❬✶✱ ✷✺✱ ✷✼❪ ✿ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à
❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝❡s ♦♥❞❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱
♦♥ s❡ ♠❡t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦✐♥ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡
❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❛ été ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
▲❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ✭♦♥❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮✳
▲❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❡st ❣r❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ P♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ∆x ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛
✈❛❧❡✉r ∆x ≤ λ6 ✿
∆x ≤ λ
6
=
√
E
ρ
1
6f
✭✷✳✸✮
❛✈❡❝ ✿
✕ E ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥ P❛ ❀
✕ ρ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥ ❦❣✴♠3 ❀
✕ f ❧❢réq✉❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✜①é à ✷✵✵ ❍③ ❀
✕ λ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ♠✳
▲❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ (λ6 ) s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ r❛✐❧ ✿ ✹✱✵✷ ♠✱
✕ s❡♠❡❧❧❡ ✿ ✵✱✶✼✺ ♠✱
✕ tr❛✈❡rs❡ ✿ ✷✱✾✹ ♠✱
✕ ❜❛❧❧❛st ❝♦♠♣❛❝té ✿ ✵✱✸✷ ♠✱
✕ ❜❛❧❧❛st ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝té ✿ ✵✱✶✻✸ ♠✱
✕ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✿ ✵✱✸✹✷ ♠✱
✕ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✿ ✵✱✹✹✹ ♠✱
✕ s♦❧ ✭❧✐♠♦♥✮ ✿ ✵✱✺✷✼ ♠✳
▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❛tt❡✐♥t ❝❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❛♥s ❛✉❝✉♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✭❝❢ t❛❜❧❡❛✉
✷✳✶✮✳
✷✳✹✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡st s✉♣♣♦sé ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡
✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿
✕ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❧❛tér❛❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱
✕ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ s✉r ❧❛ ❢❛❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ s♦❧✳
◆♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r❛ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s❡ s✐t✉❛♥t ❧♦✐♥ ❞❡s ❜♦r❞s
✭❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✮✳ ▲❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉
♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r❢❛✐t❡s✳
✷✳✹✳✹ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t
■♥ s✐t✉✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ s✉♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ r♦✉❧❛♥t❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t✐q✉❡ ✭♣♦✐❞s
❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✮ ❡t ❞✬✉♥❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛
✈♦✐❡ ❬✺✸❪✳
✺✾
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ st❛t✐q✉❡ ✿ ✽✺ ❦◆ ♣❛r r♦✉❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❞✉ r❛✐❧ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♠♣♦sé❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
❝❤❛r❣❡s ❛✉① ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r♦✉❡s à ❝❡t ✐♥st❛♥t✳
✷✳✹✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ r❛✐❧✱ ❧❡s ❝❤❛r❣❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ■❧ ❡st
❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❋✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
❞é❢♦r♠é❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s ❡t
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✼✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✲❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✷✳✽✮ ❡♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠é❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❱♦♥ ▼✐s❡s à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
✻✵
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ❞❡✉①
❝❤❛r❣❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st✳
✷✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡✳ ▲❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ tr♦✐s ❛s♣❡❝ts ✿
✕ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq✱
✕ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ st❛t✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝✐❜❧❡s
✐ss✉s ❞✬ét✉❞❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❬✾✸✱ ✼✽❪✱
✕ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❞é✢❡❝t✐♦♥s ❡t
❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ à ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ✐♥ s✐t✉✳
✷✳✺✳✶ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq q✉✐ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛ss✐❢ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s w s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t✐q✉❡ ✭N✮✱ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉
s♦❧✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ xOy ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s ❡♥
t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
σyy =
3N
2pi
z3
(r2 + z2)5/2
✭✷✳✹✮
σxx =
N
2pi
[
3z.r2
ρ5
− 1− 2ν
ρ(ρ+ z)
] ✭✷✳✺✮
✻✶
σxy =
3N
2pi
r.z2
ρ5
✭✷✳✻✮
w =
N
2G.pi
[
z2
ρ3
+
2(1− ν)
ρ
] ✭✷✳✼✮
❛✈❡❝ G ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭E ❡t
ν✮ ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✿
✕ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ é❣❛❧ à ✷✺✵ ▼P❛✱
✕ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ✵✱✷✱
✕ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ✈♦❧✉♠✐q✉❡ é❣❛❧ à ✶✼✵✵ ❦❣✴♠3✳
▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✶✵ tr❛✈❡rs❡s ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛ss✐❢ ❡st s✉♣♣♦sé é❧❛st♦✲
♣❧❛st✐q✉❡ ♣❛r❢❛✐t✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s
❡t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✾✱ ✷✳✶✵ ❡t
✷✳✶✶✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ à ❧✬❛♣❧♦♠❜ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ st❛t✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡
✭r = 0✮ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡✳
✻✷
−2−1.8−1.6−1.4−1.2−1−0.8−0.6−0.4−0.2
−4
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
−0.5
0
x 106
Profondeur (m)
D Y
Y
(Pa
)
Cast3M
Boussinesq
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♠♦❞è❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈❛st✸♠
s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs t❤é♦r✐q✉❡s ✭❇♦✉ss✐♥❡sq✮✳ ❉❡ ❧é❣èr❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✈✐s✐❜❧❡s ❛✉①
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ❞✉❡s à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✾ ❡t ✷✳✶✵✮ ❀ ❧✬❡rr❡✉r ♥❡
❞é♣❛ss❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✺ ✪✱ ❝❡ q✉✐ r❡st❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳
✻✸
✷✳✺✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ st❛t✐q✉❡ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡
❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿ s✐t❡ ❞❡ ❇❡✉❣♥âtr❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ▲●❱ ◆♦r❞✱ à ♣r♦①✐♠✐té ❞✉ s✐t❡
❞❡ ❇❡✉❣♥âtr❡✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ tr♦♥ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ♦♥t été é❧❛❜♦ré❡s ♣❛r ❧❛ ❙◆❈❋ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦❞❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❉②♥❛✈♦✐❡ ❬✶✻✱ ✹✺✱ ✶✵✼❪ ❡t ❈❊❙❆❘✲▲❈P❈ ❬✶✱ ✷✺✱ ✷✼❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❈♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❇❡✉❣♥âtr❡✳
▲❡ s✐t❡ ❞❡ ❇❡✉❣♥âtr❡ ❡st s✐t✉é ❛✉ P❑ ✶✹✵✰✾✸✹ ❞❡ ❧❛ ▲●❱ ◆♦r❞ ❊✉r♦♣❡ ✭▲◆✸✮ ❡♥ ❋r❛♥❝❡✳ ▲✬é♣❛✐s✲
s❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ❜❛❧❧❛st s✉r ❝❡ s✐t❡ ❡st ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭✼✺ ❝♠ ❡♥✈✐r♦♥ ❝♦♥tr❡ ✸✵ ❝♠ s✉r ✉♥❡
▲●❱ ♦r❞✐♥❛✐r❡✮✳ ❊♥ ❞❡ss♦✉s✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✭✷✵ ❝♠✮ ❡t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭✺✵ ❝♠✮ q✉✐
s♦♥t ♣❧✉s r❛✐❞❡s✳ P❧✉s ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r s❡ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❧✐♠♦♥s tr❛✐tés ❞❡ ✽✵ ❝♠ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r✳ ▲❛
❝♦✉❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧✐♠♦♥s ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✮✳ ▲❡s r❛✐❧s s♦♥t
❞❡ t②♣❡ ❯■❈✻✵ ❡t ❧❡s tr❛✈❡rs❡s ❞❡ t②♣❡ ❜✐✲❜❧♦❝s ❱❆❳ ❯✹✶✳ ▲✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✈❡rs❡s ❡st ❞❡ ✵✱✻ ♠✳
❖♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ s♦✉♠✐s❡ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❜♦❣✐❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① r♦✉❡s ❡t
♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❞❡✉① ❝❤❛r❣❡s ♠♦❜✐❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ✽✺ ❦◆ ❝❤❛❝✉♥❡ ✭é❣❛❧❡ ❛✉ q✉❛rt ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t♦t❛❧❡
s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ❜♦❣✐❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❛r ❡ss✐❡✉ ❞❡ ✶✼✵ ❦◆✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❤❛r❣❡s s♦♥t ❡s♣❛❝é❡s ❞❡ ✸ ♠✳
❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❞✐✈❡rs ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ✐s♦❧❡r
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s r♦✉❡s ❡st ✜①é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s❛❝❤❛♥t q✉❡✱
♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡♥r❡❣✐stré❡s ✈❛r✐❡♥t ❡♥tr❡ ✷✾✼ ❡t ✸✵✸ ❦♠✴❤✳
P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✉é s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♠♦❜✐❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ✸✵✵ ❦♠✴❤✳
▲❡ s✐t❡ ❛ été tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❙✉♣❡rtr❛❝❦ ❬✶✵✺✱ ✶✶✵❪✳ ❯♥❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❣é♦t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❙❆❙❲ ✭❙♣❡❝tr❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙✉r❢❛❝❡ ❲❛✈❡s✮✳ ❈❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡s ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t cs ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲s♦❧✳ ❈❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛ss❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ρ ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s é❧❛st✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ✿
E, ν, cs ⇒ G = ρc2s, E = 2G(1 + ν) ✭✷✳✽✮
♦ù G ❡t E s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭E✱ ν ❡t ρ✮✳
✻✹
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ E ✭▼P❛✮ ν ρ (kg/m3) é♣❛✐ss❡✉r ✭♠♠✮
r❛✐❧ ✷✵✵ ✵✵✵ ✵✱✸ ✼ ✽✺✵ ✲
s❡♠❡❧❧❡ ✹✵ ✵✱✷✺ ✾✵✵ ✾
tr❛✈❡rs❡ ✸✵ ✵✵✵ ✵✱✷✺ ✷ ✹✵✵ ✷✶✵
❜❛❧❧❛st ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝té ✺✵ ✵✱✷ ✶ ✸✵✵ ✷✶✵
❜❛❧❧❛st ❝♦♠♣❛❝té ✷✺✵ ✵✱✷ ✶ ✼✵✵ ✼✺✵
s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✸✻✵ ✵✱✸✺ ✷ ✶✸✺ ✷✵✵
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✺✹✹ ✵✱✸✺ ✷ ✵✵✵ ✺✵✵
❧✐♠♦♥ tr❛✐té ✼✾✻ ✵✱✸ ✶ ✾✾✵ ✽✵✵
❧✐♠♦♥ ✹✶ ✵✱✸ ✶ ✽✵✵ ✶✺✵✵
❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❇❡✉❣♥âtr❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✺✵ tr❛✈❡rs❡s✳
▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❈❛st✸▼ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s s✉r ❧❡ s✐t❡
❞❡ ❇❡✉❣♥âtr❡ ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❉②♥❛✈♦✐❡ ❬✶✻✱ ✹✺✱ ✶✵✼❪ ❡t ❈❊❙❆❘✲
▲❈P❈ ❬✶✱ ✷✺✱ ✷✼❪✳
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡
❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ✽✺ kN ✭❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✬✉♥❡ r♦✉❡✮ ❡t ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s ♦✉ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❞❡✉①
❝r✐tèr❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ st❛t✐q✉❡✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡♥ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s
❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ❡st q✉❡✱ q✉❛♥❞ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✬✉♥❡ r♦✉❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ tr❛✈❡rs❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
s✉♣♣♦rt❡ ✺✵ ✪ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❡ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tr❛✈❡rs❡s ✈♦✐s✐♥❡s s✉♣♣♦rt❡ ✷✺ ✪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s ❬✾✸✱ ✼✽❪ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡ ❧❛ r♦✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ tr❛✈❡rs❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s
❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ tr❛✈❡rs❡ ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✿ ✹✵ ✪✱
✕ ♣r❡♠✐èr❡s tr❛✈❡rs❡s ✈♦✐s✐♥❡s ✿ ✷✸ ✪✱
✕ ❞❡✉①✐è♠❡s tr❛✈❡rs❡s ✈♦✐s✐♥❡s ✿ ✼ ✪✳
❉♦♥❝✱ q✉❛♥❞ ✉♥❡ r♦✉❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ✉♥❡ tr❛✈❡rs❡✱ s♦♥ ❡✛❡t ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡
tr❛✈❡rs❡✳ ❈❡tt❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✮ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ♥✬❡st ♣❛s ♥✉✐s✐❜❧❡ ❛✉ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❡rs❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s s✉r ❧❡s tr❛✈❡rs❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ r♦✉❡
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ tr❛✈❡rs❡✳
▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s tr❛✈❡rs❡s✱ ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❋✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✸✳
✻✺
❚r❛✈❡rs❡ ◆ ◆✰✶ ◆✰✷ ◆✰✸
❚❤é♦r✐q✉❡ ✪ ✹✵ ✷✸ ✼ ✵
▼♦❞è❧❡ ✪ ✸✾✱✹✽ ✷✸✱✺✹ ✻✱✽✾ ✵✱✸✽
❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s s✉r ❧❡s tr❛✈❡rs❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❧✬é❝❛rt ♥✬❡①❝é❞❛♥t ♣❛s ✶✱✹ ✪✳ ◆♦✉s
❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛❞♠✐s❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✹ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❱♦♥ ▼✐s❡s s✉r ❧❡s tr❛✈❡rs❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❱♦♥ ▼✐s❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡ st❛t✐q✉❡✳
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ r♦✉❧❛♥t❡
❉é✢❡❝t✐♦♥s
❉❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞é✢❡❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❇❡✉❣♥âtr❡ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡s
tr❛✈❡rs❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ r❛✐❧✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s s♦✉s ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡s tr❛✈❡rs❡s ❛tt❡✐♥t
✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ✵✱✷ ♠♠ ❡♥✈✐r♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ▲●❱✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✵✱✶
♠♠ ✭✈♦✐❡ ❞❡ très ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✮ ❡t ❥✉sq✉✬à ✵✱✸ ♦✉ ✵✱✹ ♠♠ ❬✶✵✺❪ ♣♦✉r ❞❡s ✈♦✐❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❞✐♦❝r❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❈❛st✸▼ ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡
❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛r❣❡s r♦✉❧❛♥t❡s ✭♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❜♦❣❣✐❡✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♥❡✉✈✐è♠❡ tr❛✈❡rs❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s
❛♠♣❧✐t✉❞❡s s♦♥t ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ ✵✱✶✽ ♠♠✱ ✈❛❧❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈❊❙❆❘✲▲❈P❈✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞é✢❡❝t✐♦♥s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❆✱ ❇ ❡t ❈
s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✽ ✪✱ ✸ ✪ ❡t ✺ ✪✳ ▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ❡st ❞❡ ✾✶ ✪✳
✻✻
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❉é✢❡❝t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s s♦✉s tr❛✈❡rs❡✳
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ r❛✐❧✳ ▲❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t
❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛✈♦✐s✐♥❛♥t ✵✱✹✺ ♠♠✱ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s
♠❡s✉ré❡s s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❇❡✉❣♥âtr❡ ✈❛r✐❡♥t ❡♥tr❡ ✵✱✸ à ✵✱✻ ♠♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✈❡rt✐❝❛✉① ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ r❛✐❧✳
❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈❛st✸♠ ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❝❛❧✲
❝✉❧é❡s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳ ▲❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❡t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s s♦♥t ❛✐♥s✐
❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❇❡✉❣♥âtr❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✼✮✳ ❈❡s ❛❝❝é❧ér❛✲
t✐♦♥s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✷✺e`me tr❛✈❡rs❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ tr❛✈❡rs❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡
✻✼
❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❆❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❧❡s ❞❡ tr❛✈❡rs❡ ♠❡s✉ré❡s ❧♦rs ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ r❛♠❡ ❞❡ ❚●❱ ❬✶✵✺❪✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉① ♠❡s✉r❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①tr❛✐t
❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❜♦❣✐❡ ❞✬✉♥❡ r❛♠❡ ❞❡ ❚●❱ r♦✉❧❛♥t à ✸✵✸ ❦♠✴❤
✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✽✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❆❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❜♦❣✐❡ ♠❡s✉ré❡s s♦✉s ❧❡s
tr❛✈❡rs❡s ❬✶✵✺❪✳
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✾✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ♠❡s✉ré❡s à ❝❡❧❧❡s ❞é❞✉✐t❡s ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ❈❛st✸♠ ❡t ❉②♥❛✈♦✐❡✳ ▲❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s ♣✐❝s ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✭✪ g✮ ♣♦s✐t✐❢s s♦♥t
❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ❇❡✉❣♥âtr❡✱ ♦ù ❧❡s ♣✐❝s ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
tr❛✈❡rs❡s✱ ✈❛r✐❡♥t ❡♥tr❡ 0, 5 g ❡t 0, 8 g ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✼✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s
❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s ✭✈❛r✐❛♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ −0, 4 g s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❇❡✉❣♥âtr❡✮✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
❞é✢❡❝t✐♦♥s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❆✱ ❇ ❡t ❈ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✶✵ ✪✱ ✾ ✪ ❡t ✸✱✺ ✪✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❉②♥❛✈♦✐❡
s♦♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s s✉♣ér✐❡✉rs ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s ❡t à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❈❛st✸▼✳
✻✽
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ❆❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ✭%g✮ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ ✷✺✳
✷✳✻ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢❡rr♦✲
✈✐❛✐r❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❋✳
▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ét✉❞❡s ✉❧tér✐❡✉r❡s✳
❈❡rt❡s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ s❡r❛✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐s ✈♦✐r❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ❡t ♣❧✉s r✐❝❤❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ très ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ❉❡s t❡sts s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✸❉
❛②❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ ✭✺✵ tr❛✈❡rs❡s✮✱ ♦♥t ♥é❝❡ss✐té ✷✹ ❤❡✉r❡s ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡
♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❬✾✺❪✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✷❉ ❀ t♦✉t❡❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❡rs❡s✮ r❡st❡ à ❞é✜♥✐r✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡st✐♥é à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❛♥s êtr❡ ♣é♥❛❧✐sé ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧❛ ré✢❡❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❛♠✐♥é
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ (N˜L) ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡s
❞é✢❡❝t✐♦♥s s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ N˜L ❡st ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❝❛rt✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ s♦✉s ✉♥❡ r♦✉❡ ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s
s♦✉s ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s r♦✉❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✹ r♦✉❡s✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✵ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t
✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❡rs❡s ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡♥r❡❣✐strés ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✶✳
✻✾
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ N˜L ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❡rs❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❡rs❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
❆✉ ✈✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✺✵ tr❛✈❡rs❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s✱ ❡♥
♥♦✉s s✐t✉❛♥t ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ✭✹✵ ♠✐♥✉t❡s✮✳
✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞✬✉♥ tr♦♥ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✱ é❧❛❜♦ré ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❧❡ ❝♦❞❡ ❈❛st✸▼✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❝é❞é à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ✭❜❛sés s✉r ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥ s✐t✉✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡ s♦♥t ré✈é❧és s❛t✐s✲
❢❛✐s❛♥ts✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ st❛t✐q✉❡ ♦✉ ❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s
s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❈❊❙❆❘✲▲❈P❈ ❡t
✼✵
❉②♥❛✈♦✐❡✳
❊♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s r❡st❡♥t ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✷❉ s✬❡st ✐♠♣♦sé✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✹✵ ♠✐♥✉t❡s ❡t ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡✳
✼✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❆♥❛❧②s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣r♦♣♦sé✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥ s✐t✉ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❞é❝r✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t
✈❛❧✐❞é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♦✉ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té r❡st❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐①
❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✉ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞és✐ré❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡
q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❡♥tâ❝❤❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✜❛✲
❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ré♣♦♥s❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡t ♥♦✉s ❛♥❛❧②s❡r♦♥s s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ s❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té
❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐ ❡t à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❡t
❧❡s ♦✉t✐❧s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋❖❘▼ ❡t ❙❖❘▼✳
✸✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té
❞❡ s❛ ré♣♦♥s❡✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✐♥❝❡rt❛✐♥s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ✿
✕ s♦✐t ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭✈✳❛✳✮✱
✕ s♦✐t ♣❛r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❧✐♠✐tés à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ❧✐é ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ✈✳❛✳ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ■❘n ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
(Ω,F ,P) ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ (■❘n,Bn)✱ ♦ù Ω ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❜str❛✐t✱ F ❡st ✉♥❡ tr✐❜✉ s✉r Ω✱ P ❡st
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r F ❡t Bn ❡st ❧❛ tr✐❜✉ ❜♦ré❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ■❘n✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ✈✳❛✳ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡
♣❛r s❛ ❧♦✐ PX q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r (■❘n,Bn)✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❞❛♥s
t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té pX ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ dx s✉r (■❘n,Bn)
✼✷
✭✐✳❡✳ PX(dx) = pXdx✮✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ X✳
✸✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡
❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛✉ ➓✷✳✹ ✭❊q✳ ✷✳✶✮✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡st
❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ ♥♦♥❧✐♥é❛✐r❡ s✬é❝r✐✈❛♥t ✿{
q¨(t) + H(q(t), q˙(t), ξ(t), t) = 0 , t > 0
q(0) = q0 , q˙(0) = q˙0
éq✉❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿{
q¨(t) +H(q(t), q˙(t), ξ(t), t,y) = 0 , t > 0
q(0) = q0 , q˙(0) = q˙0
✭✸✳✶✮
♦ù H : (u,v,w, t, s) → H(u,v,w, t, s) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Rl × Rl × Rl × R+ × R8 ❞❛♥s Rl t❡❧❧❡ q✉❡✱
∀(u,v,w, t) ∈ Rl × Rl × Rl × R+ ✿
H(u,v,w, t,y) = H(u,v,w, t) ✭✸✳✷✮
❡t y ∈ R8 ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s✱ s✉♣♣♦sés êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ✈✳❛✳✳
▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ Y ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ y✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ q = (q(t), t ∈ R+) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✸✳✶✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rl ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ y✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ y ❡st
♠♦❞é❧✐sé ♣❛r Y✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rl ♥♦té ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
Q = (Q(t), t ∈ R+)✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ q ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ Y ❞❡ y✳
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭❊❋❙✮ s✬é❝r✐✈❛♥t ✿
Q¨(t) +H(Q(t), Q˙(t), ξ(t), t,Y) = 0 , t > 0
Q(0) = q0 , Q˙(0) = q˙0
Z(t) = g(Q(t)) , t ≥ 0
✭✸✳✸✮
♦ù Q = (Q(t) = (Q1(t), ..., Ql(t))T , t ∈ R+) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rl✱ Z = (Z(t) =
(Z1(t), ..., Zd(t))
T , t ∈ R+) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rd✱ H ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞é✜♥✐ s✉r Rl×Rl×Rl×R×Rp à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rl✱ ξ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞é✜♥✐❡
s✉r R+ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rl✱ l✱ p ❡t d s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ≥ 1 t❡❧s q✉❡ d ≤ l✱ q0 ❡t q˙0 s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞❡ Rl✱ ❡t Y = (Y1, ..., Yp)T ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rp✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
H✱ ξ ❡t g ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs q0 ❡t q˙0 s♦♥t ❞♦♥♥és✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ Y ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ξ = (ξ(t), t ∈ R+) ❡t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ Q = (Q(t), t ∈ R+) r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♥♦❞❛❧ ❡①tér✐❡✉r ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❡♥tré❡s✮ ❡t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♥♦❞❛✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❀ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ Z = (Z(t), t ∈ R+) r❡♣rés❡♥t❡ s♦✐t ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♥♦❞❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs s♦✐t
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♦✉ ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❧✐é❡s ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
❈✬❡st ❧❛ s♦rt✐❡ ♦✉ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ Y✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s q0✱ q˙0 ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ξ✱ H
❡t g✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s Z ✿ s❛ ♠♦②❡♥♥❡
mZ : R+ → Rd : t → mZ(t) = E[Z(t)] ❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ RZ : R+ × R+ → Rd×d : s, t →
RZ(s, t) = E[Z(s)Z
T (t)]✱ ♦ù E[.] ❡st ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ✿
✼✸

Q¨(t) +H(Q(t), Q˙(t), ξ(t), t,Y) = 0 , t > 0
Q(0) = q0 , Q˙(0) = q˙0
Z(t) = g(Q(t)) , t ≥ 0
mZ(t) = E[Z(t)] , t ≥ 0
RZ(s, t) = E[Z(s)Z
T (t)] , s ≥ 0 , t ≥ 0
✭✸✳✹✮
✸✳✸✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❧♦✐s
❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ s♦♥t ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❡t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✬❨♦✉♥❣
❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❞és✐❣♥és ♣❛r hb✱ Eb ♣♦✉r ❧❡ ❜❛❧❧❛st✱ hsb✱ Esb ♣♦✉r ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✱ hf ✱ Ef ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡
❢♦r♠❡ ❡t hl✱ El ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ s♦❧ ♥❛t✉r❡❧✱ s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ✈✳❛✳ ❡t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s❡r❛
r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ✿ {
Y1 = hb , Y2 = hsb , Y3 = hf , Y4 = hl
Y5 = Eb , Y6 = Esb , Y7 = Ef , Y8 = El
✭✸✳✺✮
▲❛ ✈✳❛✳ Y = (Y1, ..., Y8)T à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R8 ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s✳
❙❛ ❧♦✐ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥ s✐t✉ ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❤❛q✉❡ Yk✱ s✉♣♣♦sé ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣❡✉t êtr❡
❛ss✐♠✐❧é à ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❞✐str✐❜✉é❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ Y s❡r❛ s✉♣♣♦sé❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡
❡t à ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ mYi ❡t ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ σYi ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈✳❛✳ Yi s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs
s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥ s✐t✉ ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✳
❈♦✉❝❤❡ ❊♣❛✐ss❡✉r ▼♦❞✉❧❡ ❞❡
❬♠❪ ❨♦✉♥❣ ❬▼P❛❪
mYi σYi mYi σYi
❜❛❧❧❛st ✵✱✷✻ ✵✱✶✶ ✸✽✱✾ ✶✶✱✷
s♦✉s ❝♦✉❝❤❡ ✵✱✻✹ ✵✱✷✺ ✷✻✱✺ ✶✽✱✷
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✵✱✾✼ ✵✱✺✾ ✾✱✷ ✺✱✽
❧✐♠♦♥s ✶✱✻✷ ✵✱✻✾ ✶✵✱✼ ✽✱✻
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ▼♦②❡♥♥❡s ❡t é❝❛rts✲t②♣❡s ❞❡s ✈✳❛✳ Yi✳
✸✳✸✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✉♥❡ ✈✳❛✳ M ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s❝❛❧❛✐r❡✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❝❛✲
❧❛✐r❡ ♦✉ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ Z = (Z(t), t ∈ R+) ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✧ré♣♦♥s❡✧ Q = (Q(t), t ∈ R+)✱ ❡t q✉✐ ❥♦✉❡ ✉♥
rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠✮ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ s❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ s❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ✿ ♠♦②❡♥♥❡✱
✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛s②♠étr✐❡ ❡t ❞✬❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t✱ ❡t❝✳
P♦✉r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✭❛♥❛❧②s❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✮✱
q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ✿
✕ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❚✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✷✺e`me tr❛✈❡rs❡ ✿
Sd ❀
✕ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ✷✺e`me tr❛✈❡rs❡ ✿ Sa ❀
✕ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❡ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ❛✉ ♣♦✐♥t ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✿ Rd ❀
✕ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥t ✿ N˜L✱ ❞é✜♥✐ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✻ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✼✹
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❧✐é à ❧❡✉r ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥ s✐t✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡
q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ■❧s s♦♥t ❧✐és ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t Q = (Q(t), t ∈ R+) ré❣✐ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊❋✱
❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Z = (Z(t), t ∈ R+) ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣s ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡ s♦♥t
❞❡s ✈✳❛✳ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❞♦ré♥❛✈❛♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
M1 = Sd , M2 = Sa , M3 = Rd , M4 = N˜L ✭✸✳✻✮
✸✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ➱❧é♠❡♥ts ❋✐♥✐s ❙t♦❝❤❛st✐q✉❡s
▲❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦❞❡r♥❡s ❛✉t♦r✐s❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡
♠♦❞è❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭❊❋✮✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉és ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞é✲
t❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❊❋ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ♥♦t❛❜❧❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡s✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❡♥t❛❝❤és ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❡♥ é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s ré♣♦♥s❡s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡st ❛❧♦rs ✉t✐❧❡ ❛✜♥ ❞❡
❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s st♦✲
❝❤❛st✐q✉❡s ✭▼❊❋❙✮✳ ▲❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ❬✾✻✱ ✻✱ ✾✼❪✳ ❊❧❧❡s ♦♥t
✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ♣♦♣✉❧❛r✐té ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲s✐è❝❧❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞❡ ❥♦✉❡r ❧❡ rô❧❡ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳ ❉❡♣✉✐s ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭▼❊❋❙✮ ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ✉♥ s✉❝❝ès ❝r♦✐ss❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡♥t
❧❡s ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s ♦✉✈r❛❣❡s q✉✐ ❧❡✉rs s♦♥t ❝♦♥s❛❝rés ❬✶✶✱ ✶✵✶❪✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❝❡tt❡
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s✳ ❈♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✐é❡s ❛✉
♣r♦❝❡ss✉s ré♣♦♥s❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡st✐♥é❡ à ré❞✉✐r❡ ❧❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
♣❛r ❇❛r♦t❤ ❡t ❛❧ ❬✶✶❪ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ st❛t✐q✉❡ ♣✉✐s ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣❛r ❇r❡ss♦❧❡tt❡ ❡t ❛❧ ❬✶✾❪✳ ❊❧❧❡ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
✸✳✹✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♥s✐s✲
t❛♥t à ❡st✐♠❡r st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝❤❡r❝❤é❡s ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ré❛❧✐s❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ s✐♠✉❧❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❡✉r ❧♦✐ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❡t
❡♥ rés♦❧✈❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧é❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥✐st❡ ♦❜t❡♥✉❡✳
▲❡✉r ❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛❥❡✉r ❡st ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
très ❢❛✐❜❧❡s ❡t s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✱ ❞✉ ♠♦✐♥s ❡♥ t❤é♦r✐❡✱ à t♦✉t❡s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✳ ▲❡✉r ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t
❡st ❧❡✉r ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✐r❛❣❡s ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✮ ❡t ❝♦♥❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s à ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡s✳
✸✳✹✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡
❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬❊q✳✭✸✳✹✮ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈✐❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
✼✺
▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❛ ✈✳❛✳ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ Y ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈✳❛✳ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ X = (X1, ..., Xp)T ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rp✱
✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✮ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
ré❣✉❧✐èr❡ T t❡❧❧❡ q✉❡ Y = T(X)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t H(q, q˙,u, t,T(x)) = h(q, q˙,u, t,x) ♣♦✉r
t♦✉t (q, q˙,u, t,x) ∈ Rl × Rl × Rl × R× Rp✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ✿

Q¨(t) + h(Q(t), Q˙(t), ξ(t), t,X) = 0 , t > 0
Q(0) = q0 , Q˙(0) = q˙0
Z(t) = g(Q(t)) , t ≥ 0
mZ(t) = E[Z(t)] , t ≥ 0
RZ(s, t) = E[Z(s)Z
T (t)] , s ≥ 0 , t ≥ 0
✭✸✳✼✮
◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s♦❧✉t✐♦♥ Q ❡t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ré♣♦♥s❡ Z ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t ❡t ❞❡ X✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐r❛ ✿
Q(t) = r(t,X) , Z(t) = G(t,X)) ✭✸✳✽✮
♦ù r = (r(t,x), t ∈ R+,x ∈ Rp) ❡t G = (G(t,x), t ∈ R+,x ∈ Rp) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞❡
R+ × Rp ❞❛♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Rl ❡t Rd✱ ❛✈❡❝ ✿
G(t,x) = g(r(t,x)) ✭✸✳✾✮
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✼✮ ❡st rés♦❧✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❬✶✶✱ ✶✾❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st✱
♣♦✉r t♦✉t t ✜①é ❞❛♥s R+✱ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x→ r(t,x) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
r(t,x) ≃ r˜(t,x) =
n1∑
j1=0
...
np∑
jp=0
rj1...jp(t)Ln1,j1(x1)× ...× Lnp,jp(xp) ✭✸✳✶✵✮
♦ù x = (x1, ..., xp) ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ Rp✱ n1, ..., np s♦♥t p ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s✱ {rj1...jp(t), 0 ≤ jk ≤
nk, 1 ≤ k ≤ p} s♦♥t (n1 + 1) × ... × (np + 1) ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ Rl✱ {xj = (x1,j1 , ..., xp,jp), 0 ≤ jk ≤
nk, 1 ≤ k ≤ p} s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❡♥t✐❡rs n1, ..., np ❡t à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
Ψ = (Ψ(x),x ∈ Rd✮ ❞❡ X✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿{
Ψ(x) = (⊗1≤k≤pΨk)(x) =
∏p
k=1Ψk(xk), x ∈ Rd
Ψk(xk) =
1√
2pi
e−
x2
k
2 , xk ∈ R , 1 ≤ k ≤ p
✭✸✳✶✶✮
❡t✱ ∀k ∈ {1, ..., p}✱ {Lnk,jk , 0 ≤ jk ≤ nk} s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞✬♦r❞r❡ nk ❛ss♦❝✐és ❛✉①
♣♦✐♥ts {xk,jk , 0 ≤ jk ≤ nk}✳
P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❝♦♥♥✉❡s rj1...jp = ((rj1...jp(t), t ∈ R+), 0 ≤ jk ≤ nk, 1 ≤ k ≤ p)✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❧❛ str❛té❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✶✳ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✿{
q¨(t) + h(q(t), q˙(t), ξ(t), t,x) = 0, t > 0
q(0) = q0 , q˙(0) = q˙0
✭✸✳✶✷✮
✐ss✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✼✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥tX ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
x ✭✐✳❡✳ ♦♥ ✑❣è❧❡✑ X à ❧❛ ✈❛❧❡✉r x✮✱
✷✳ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❊q✳✭✸✳✶✷✮ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
q˜(t) =
n1∑
j1=0
...
np∑
jp=0
rj1...jp(t)Ln1,j1(x1)× ...× Lnp,jp(xp) ✭✸✳✶✸✮
✼✻
✸✳ ✐♥sér❛♥t ❊q✳✭✸✳✶✸✮ ❞❛♥s ❊q✳✭✸✳✶✷✮✱ ♣✉✐s ♣♦s❛♥t x = xj = (x1,j1 , ..., xp,jp) ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ Lnk,jk(xk,jl) = δjkjl ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t❡
♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ rj1...jp ✱ ♣♦✉r 0 ≤ jk ≤ nk ❡t 1 ≤ k ≤ p ✿{
r¨j(t) + h(rj(t), r˙j(t), ξ(t), t,xj) = 0 , t > 0
rj(0) = q0, r˙j(0) = q˙0
✭✸✳✶✹✮
♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦sé rj = rj1,...,jp ✱ r˙j = r˙j1,...,jp ❡t r¨j = r¨j1,...,jp ✳
❆♣rès rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s (n1 + 1) × ... × (np + 1) éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❧❡s (n1 + 1) ×
... × (np + 1) ❢♦♥❝t✐♦♥s {rj1,...,jp , 0 ≤ jk ≤ nk, 1 ≤ k ≤ p} s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ ❡st
❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ rés✉❧t❛t ❡t ❧✬❊q✳✭✸✳✾✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ G ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
G(t,x) ≃ G˜(t,x) = g(r˜(t,x)) ✭✸✳✶✺✮
❛✈❡❝ r˜(t,x) ❞♦♥♥é ♣❛r ❊q✳✭✸✳✶✵✮✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ G˜ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é❡ à s♦♥ t♦✉r ♣❛r ✿
G˜(t,x) ≃ F˜(t,x) =
n1∑
j1=0
...
np∑
jp=0
fj1...jp(t)Ln1,j1(x1)× ...× Lnp,jp(xp) ✭✸✳✶✻✮
♦ù✱ ∀t ∈ R+✱ {fj1,...,jp(t), 0 ≤ jk ≤ nk, 1 ≤ k ≤ p} s♦♥t (n1 + 1)× ...× (np + 1) ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ Rd ❝❛❧❝✉❧és
❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ {xj = (x1,j1 , ..., xp,jp), 0 ≤ jk ≤ nk, 1 ≤ k ≤ p}
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été Lnk,jk(xk,jl) = δjkjl ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
fj1...jp(t) = F˜(t,xj) ≃ G˜(t,xj) = g(rj1...jp(t)) ✭✸✳✶✼✮
❛✈❡❝ rj1,...,jp s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❊q✳✭✸✳✶✹✮✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✽✮✱ ✭✸✳✶✺✮✱ ✭✸✳✶✻✮ ❡t ✭✸✳✶✼✮✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Z = (Z(t), t ∈ R+) ♣❡✉t êtr❡
❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Z˜ = (Z˜(t), t ∈ R+) t❡❧ q✉❡✱ ∀t ∈ R+ ✿
Z˜(t) =
n1∑
j1=0
...
np∑
jp=0
g(rj1...jp(t))Ln1,j1(X1)× ..× Lnp,jp(Xp) ✭✸✳✶✽✮
■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ mZ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ RZ ❞❡ Z ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡s ♣❛r ✿
mZ(t) ≃ m˜Z(t) =mZ˜(t) = E[Z˜(t)] =
n1∑
j1=0
...
np∑
jp=0
wj1 ...wjpg(rj1...jp(t)) ✭✸✳✶✾✮
RZ(s, t) ≃ R˜Z(s, t) = RZ˜(s, t) = E[Z˜(s)Z˜T (t)]
=
n1∑
j1=0
...
np∑
jp=0
wj1 ...wjpg(rj1...jp(s))g
T (rj1...jp(t)) ✭✸✳✷✵✮
♦ù✱ ∀k ∈ {1, ..., p}✱ {wjk , 0 ≤ jk ≤ nk} s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ {xk,jk , 0 ≤ jk ≤
nk} r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s Xk ❞❡ X✱ ❝❡s ♣♦✐♥ts ét❛♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡
Hnk+1 ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐és wjk ét❛♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿
nk∑
jk=0
wjkHik(xjk) = δik0 , ik = 0, . . . , nk ✭✸✳✷✶✮
✼✼
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮ ❞❡ Z✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞✬❡st✐♠❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡ t♦✉t❡ ✈✳❛✳ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✐é❡ à Z✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱
s✉♣♣♦s♦♥s d = 1 ✭♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t Z ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s s❝❛❧❛✐r❡✮ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈✳❛✳ s❝❛❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
M = max
t∈T
Z(t) ✭✸✳✷✷✮
♦ù T ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞♦♥♥é ❞❡ R+✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✶✽✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ M ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❧♦rs ❛♣♣r♦①✐♠é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
mM = E[M ] ≃ m˜M ✭✸✳✷✸✮
VM = E[M
2]−m2M ≃ V˜M ✭✸✳✷✹✮
❛✈❡❝ ✿
m˜M =
n1∑
j1=0
...
np∑
jp=0
wj1 ...wjpsj1...jp ✭✸✳✷✺✮
V˜M =
n1∑
j1=0
...
np∑
jp=0
wj1 ...wjps
2
j1...jp − m˜2M ✭✸✳✷✻✮
❡t ∀k ∈ {1, ..., p} ❡t ∀jp ∈ {0, ..., np} ✿
sj1...jp = max
t∈T
g(rj1...jp(t)) ✭✸✳✷✼✮
♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐
r❡♥❞ s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ s✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞❡
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ❢♦rt❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳
✸✳✹✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦✲
♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ▼❊❋❙ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ▼❊❋❙
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ▼❊❋❙ ✉t✐❧✐sé❡ ❛ été ♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ✭❇❛r♦t❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼✮ ❬✶✶❪ ♣♦✉r
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ st❛t✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ tr❛✐té ✐❝✐ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ♣❛rt s♦♥
❝♦♥t❡①t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s q✉✬✐❧ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
✐♠♣♦rt❛♥ts q✉✬✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✭✹✵ ♠♥ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱
❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ♠❡♥é❡ ❡♥ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈✳❛✳✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡
✭♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❋✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Mi ✭❝❢✳ ❊q✳✭✸✳✻✮✮✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥t ❞❡
✷ à ✽ ❡st ❝♦♥s✐❞éré✳
✼✽
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ s♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳
❖r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦rt❛♥ts ♦♥t r❡♥❞✉ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛✲
t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♥♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s é❣❛❧ à ✶✵✵✵ t♦✉t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❤♦✐s✐✳
➚ t✐tr❡ ✐♥❞✐❝❛t✐❢✱ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✱ ✸✳✷✱ ✸✳✸ ❡t ✸✳✹ ❞♦♥♥❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❡t ❞❡s ❧✬é❝❛rts✲t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tô❧❡M1 = Sd ❡tM2 = Sa ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❊❋❙ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥t❛❝❤é❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✭Y1 = hb✮ ♠♦❞é❧✐sé❡
♣❛r ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡✳ ❖♥ ❛ r❡♠❛rq✉é ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❞❡s é❝❛rts✲t②♣❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ✶✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t
s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s✳
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♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡ M1 = Sd ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❆✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈✳❛✳✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ét❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭é♣❛✐ss❡✉r
❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ✿ Y1 = hb✮ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ét❛♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡
❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ Y6 = Esb✮✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✺❛ ❡t ✸✳✺❜ ♠♦♥tr❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡t à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
mM1 ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ σM1 ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ M1 = Sd ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥s✐❞érés✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ✭❞r♦✐t❡✮ ❞❡ M1 = Sd ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❥✉❣❡♦♥s q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ é❣❛❧ à ✹ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✱
♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s mMi ❡t é❝❛rts✲t②♣❡s σMi ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡t ❝❡✉① ✐ss✉s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✭✶✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✳
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▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s n1 → mM1(n1) ❡t n1 → σM1(n1) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
✐ss✉❡s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✭✶✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✳
2 3 4 5 6 7 82.314
2.315
2.316
2.317
2.318
2.319
2.32
2.321
2.322 x 10
−3
Nombre de points de collocation (n1)
Mo
ye
nn
e d
e 
M1
= S
d (
m)
Méthode de collocation 
Simulations de MC (N1 =1000)
2 3 4 5 6 7 81.95
2
2.5
2.1
2.15
2.2
2.25
2.3
2.35
2.4
2.45 x 10
−0
Nombre de oints de collocation (n1) 
Ec
art
−ty

e d
e M
1= S
d (
m)
méthode de collocation 
S imlations de M C (N1= 1000)
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ✭❞r♦✐t❡✮ ❞❡
M1 = Sd ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
✭✹ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥✮ ✭✶✵✵✵ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s✮
mMi σMi mMi σMi
M1 = Sd ✷✱✸✷✵ 10−3m ✵✱✵✷✻ 10−3m ✷✱✸✷✵ 10−3m ✵✱✵✷✸ 10−3m
M2 = Sa ✻✱✻✾✶ ms−2 ✶✱✻✾✷ ms−2 ✻✱✻✻✶ ms−2 ✶✱✶✼✸ ms−2
M3 = Rd ✷✱✺✽✶ 10−3m ✵✱✵✸✽ 10−3m ✷✱✺✽✵ 10−3m ✵✱✵✹✹ 10−3m
M4 = N˜L ✷✱✷✻✵ 10−4m ✵✱✶✶✹ 10−4m ✷✱✷✺✵ 10−4m ✵✱✶✶✷ 10−4m
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ▼♦②❡♥♥❡s ✭mMi✮ ❡t é❝❛rts✲t②♣❡s ✭σMi✮ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ M1✱ M2✱ M3 ❡t M4✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳
M1 = Sd ♦❜t❡♥✉❡ ✈✐❛ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭❛✈❡❝ ✹ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥s✮ ❝♦✉♣❧é❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✉t✐❧✐s❛♥t 106 t✐r❛❣❡s✳
✽✷
2.2 2.25 2.3 2.35 2.4 2.45
x 10−3
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1.5
2
2.5 x 10
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é d
e M
1 =
 Sd
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M1 = Sd✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥ s✐t✉ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
s✉✐✈❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ t❡st❡r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❧♦✐s
✭♥♦r♠❛❧❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡✮ ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡ ❧❛
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ✭Y1 = hb ❡t Y5 = Eb✮ ❡t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✭Y2 = hsb ❡t Y6 = Esb✮✳ ▲❡s ❛✉tr❡s
♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t é❣❛✉① à ❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ Y = (Y1, Y2, Y5, Y6)T
❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✈✳❛✳ s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈✳❛✳ s✉r ❧❡s ♠♦✲
♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ M1 = Sd ✿ s❛ ♠♦②❡♥♥❡ mM1 = E[M1]✱ s♦♥ é❝❛rt✲
t②♣❡ σM1 = (µ
(2)
M1
)1/2✱ s♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛s②♠étr✐❡ SM1 = µ
(3)
M1
/σ3M1 ❡t s♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t
KM1 = (µ
(4)
M1
/σ4M1)− 3✱ ♦ù µ
(k)
M1
= E[(M1 −mM1)k] ❡st ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❝❡♥tré ❞✬♦r❞r❡ k ✭k ∈ ■◆✮ ❞❡ M1✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t✴♦✉ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉①
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡s ♣♦✉r Y =
(Y1, Y2, Y5, Y6)
T ✳ P♦✉r ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡✱ ❞❡✉① ❝❤♦✐① s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❛✈❡❝ ❞❡✉① s✉♣♣♦rts S(Y) ❞✐✛ér❡♥ts ✿
• ❈❤♦✐① ✶ ✿
{
S(Y) = S1(Y) = S1(Y1)× S1(Y2)× S1(Y5)× S1(Y6)
S1(Yj) = [0, bj,1] , bj,1 = 3σYj , j ∈ {1, 2, 5, 6}
✭✸✳✷✽✮
• ❈❤♦✐① ✷ ✿
{
S(Y) = S2(Y) = S2(Y1)× S2(Y2)× S2(Y5)× S2(Y6)
S2(Yj) = [0, bj,2] , bj,2 = 6σYj , j ∈ {1, 2, 5, 6}
✭✸✳✷✾✮
✽✸
♦ù σYj ❡st ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ Yj ❞❡ Y ❡t S1(Yj) ✭r❡s♣✳ S2(Yj)✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡
tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ Yj ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✶ ✭r❡s♣✳ ✷✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
♠♦②❡♥♥❡ mYj ❡t ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ σYj ❞❡ Yj ✱ ♣♦✉r j ∈ {1, 2, 5, 6}✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T é✈♦q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹✳✷✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞❡ Y ❝♦♠♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♣r❡♥❞ ✐❝✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Y = T(X)⇔

Y1 = T1(X) = t1(X1)
Y2 = T2(X) = t2(X2)
Y5 = T5(X) = t5(X5)
Y6 = T6(X) = t6(X6)
✭✸✳✸✵✮
♦ù X = (X1, X2, X5, X6)T ❡st ❢♦r♠é ❞❡ ✈✳❛✳ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s st❛♥❞❛r❞ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R4 ✭❝✳❛✳❞✱ ❧❡s ✈✳❛✳
Xj ✱ j ∈ {1, 2, 5, 6}✱ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❝❤❛q✉❡ Xj ❡st ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R✮✱ Tj ✱
j ∈ {1, 2, 5, 6}✱ ❡st ❧❛ j✲è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ T✱ ❡t tj ✱ j ∈ {1, 2, 5, 6}✱ ❡st ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ R ✈❡rs
S(Yj) ⊆ R✱ ♦ù S(Yj) ❡st ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ Yj ✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Yj = tj(Xj) ♣♦✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❡ Yj ✳
• Yj s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✿
Yj ∼ U(mYj , σ2Yj ) ⇒ Yj = tj(Xj) = aj + (bj − aj)Φ(Xj) ✭✸✳✸✶✮
❛✈❡❝ ✿
aj = mYj −
√
3σYj , bj = mYj +
√
3σYj ✭✸✳✸✷✮
Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
Φ(x) =
1√
2pi
∫ x
−∞
e−
u2
2 du , x ∈ R ✭✸✳✸✸✮
❡t [aj , bj ] ⊂ R ❡st ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
• Yj s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✿
Yj ∼ N(mYj , σ2Yj ) ⇒ Yj = tj(Xj) = mYj + σYjXj ✭✸✳✸✹✮
• Yj s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ✿
Yj ∼ LN(mYj , σ2Yj ) ⇒ Yj = tj(Xj) = exp(mj + σjXj) ✭✸✳✸✺✮
♦ù ✿
mj = ln
( mYj√
1 + (CVYj )
2
)
, σj =
√
ln(1 + (CVYj )
2) , CVYj =
σYj
mYj
✭✸✳✸✻✮
• Yj s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ tr♦♥q✉é❡ ❞❡ s✉♣♣♦rt [0, bj ]✱ bj > 0 ✿
Yj ∼ LN(mYj , σ2Yj , [0, bj ]) ⇒ Yj = tj(Xj) = exp
(
mj + σjΦ
−1(AjΦ(Xj))
)
✭✸✳✸✼✮
♦ù ✭mj , σj✮ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
Bj
Aj
emj+
σ2j
2 = mYj
AjCj
B2j
eσ
2
j = 1 + (
σYj
mYj
)2
✭✸✳✸✽✮
❡t ✿
Aj = Φ
( ln bj −mj
σj
)
, Bj = Φ
( ln bj −mj
σj
− σj
)
, Cj = Φ
( ln bj −mj
σj
− 2σj
)
✭✸✳✸✾✮
✽✹
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s mM1 ✱ σM1 ✱ SM1 ❡t KM1 ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❡ Y s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s
✸✳✽ ❡t ✸✳✾ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ♣❞❢ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ pM1
❡t pM3 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ M1 ❡t M3✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ Y ❛ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ M1✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ✈ér✐✜é❡ s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭M2✱ M3✱
M4✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ Y ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ❡t ✸✳✾ s♦♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ pM1 ♦❜t❡♥✉❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❞❡ Y✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡t
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✮ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳
❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ Y
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ tr♦♥q✉é❡
✉♥✐❢♦r♠❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ s✉♣♣♦rt S1(Y) s✉♣♣♦rt S2(Y)
mM1 (10
−3 ♠✮ ✷✱✽✼ ✷✱✻✹ ✷✱✽✹ ✷✱✺✸ ✷✱✻✸
σM1 (10
−4 ♠✮ ✻✱✽✽ ✸✱✾✼ ✷✱✻✾ ✷✱✶✵ ✷✱✶✵
SM1 ✵✱✽✸ ✵✱✽✹ ✵✱✸✼ ✵✱✸✼ ✵✱✷✹
KM1 ✷✱✶✸ ✷✱✷✽ ✹✱✻✶ ✷✱✷✹ ✷✱✸✼
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ▼♦②❡♥♥❡ mM1✮✱ é❝❛rt✲t②♣❡ ✭σM1✮✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛s②♠étr✐❡ ✭SM1✮ ❞✬❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ✭KM1✮ ❞❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ M1 = Sd ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ Y✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ M1 = Sd ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞èr❡s ❞❡ Y ✿ ✉♥✐❢♦r♠❡
✭❯❉✮✱ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭●❉✮✱ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ✭▲◆❉✮ ❡t ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ tr♦♥q✉é❡ ❛✈❡❝ s✉♣♣♦rt S1(Y )
✭❚▲◆❉✴S1(Y )✮ ❡t ❛✈❡❝ s✉♣♣♦rt S2(Y ) ✭❚▲◆❉✴S2(Y ) ✮
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ st❛t✐s✲
t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ Y s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à êtr❡ ♥é❣❧✐❣❡
♦✉ s♦✉s✲❡st✐♠é ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥ s✐t✉ ❡t✴♦✉ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ▲❡s
✽✺
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ M3 = Rd ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞èr❡s ❞❡ Y ✿ ✉♥✐❢♦r♠❡
✭❯❉✮✱ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭●❉✮✱ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ✭▲◆❉✮ ❡t ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ tr♦♥q✉é❡ ❛✈❡❝ s✉♣♣♦rt S1(Y )
✭❚▲◆❉✴S1(Y )✮ ❡t ❛✈❡❝ s✉♣♣♦rt S2(Y ) ✭❚▲◆❉✴S2(Y ) ✮✳
rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés s♦♥t r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❈✶✮ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ Y1 = hb✱ Y2 = hsb✱
Y5 = Eb ❡t Y6 = Esb ❀ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t à ✈❛❧❡✉rs é❣❛❧❡s à ❧❡✉rs
♠♦②❡♥♥❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t Y = (Y1, Y2, Y5, Y6)T ✳
❈✷✮ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ Y ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✈✳❛✳ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞♦♥♥é❡ mY ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ CY t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
mY = E[Y] = (mY1 ,mY2 ,mY5 ,mY6)
T ✭✸✳✹✵✮
mYj = E[Yj ] , j ∈ {1, 2, 5, 6} ✭✸✳✹✶✮
CY = E[(Y −mY)(Y −mY)T ] =

CY1Y1 CY1Y2 CY1Y5 CY1Y6
CY2Y2 CY2Y5 CY2Y6
sym. CY5Y5 CY5Y6
CY6Y6
 ✭✸✳✹✷✮
CYjYk = E[(Yj −mYj )(Yk −mYk)] = σYjσYkρYjYk , (j, k) ∈ {1, 2, 5, 6}2 ✭✸✳✹✸✮
❛✈❡❝ ρYjYk ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (Yj , Yk)✳
❈✸✮ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s mYj ❡t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s é❝❛rts✲t②♣❡s σYj ✱ j ∈ J = {1, 2, 5, 6}✱ s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s✱ ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✿
• ❈❛s ✶ ✿ ρYjYk = δjk✱ ∀(j, k) ∈ J2 = {1, 2, 5, 6}2✱ ❛✈❡❝ δjk ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ✭✐✳❡✳ ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Yj ❞❡ Y ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rré❧é❡s ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✮✳
• ❈❛s ✷ ✿ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❝❡✉① ✐ss✉s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥
s✐t✉✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹✳
❈✹✮ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ M1 = Sd✳
Y1 = hb Y2 = hsb Y5 = Eb Y6 = Esb
Y1 = hb ✶✱✵✵ ✵✱✸✾ ✵✱✶✾ ✵✱✺✵
Y2 = hsb ✵✱✸✾ ✶✱✵✵ ✵✱✷✻ ✵✱✸✹
Y5 = Eb ✵✱✶✾ ✵✱✷✻ ✶✱✵✵ ✵✱✶✺
Y6 = Esb ✵✱✺✵ ✵✱✸✹ ✵✱✶✺ ✶✱✵✵
❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ρYjYk ✱ ♣♦✉r j✱ k ∈ {1, 2, 5, 6}✳
✽✻
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡Y = (Y1, Y2, Y5, Y6)T s♦♥t ❝♦rré❧é❡s✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✬é❝r✐t ✿
pY(y) =
(2pi)−2|Γ|− 12∏
j∈J yj
exp
(−1
2
(ln(y)− ln(m))TΓ−1(ln(y)− ln(m)))1✶(R∗
+
)4(y) ✭✸✳✹✹✮
♦ù
∏
j∈J yj ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t y1y2y5y6✱ |Γ| ❡st ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Γ ∈ R4×4✱ 1✶B ❡st ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B ⊂ R4✱ y = (y1, y2, y5, y6)T ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ R4✱ J ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ✿
J = {1, 2, 5, 6} ✭✸✳✹✺✮
❡t ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé ✿
ln(y) =

ln y1
ln y2
ln y5
ln y6
 ✱ m =

m1
m2
m5
m6
 ✱ ln(m) =

lnm1
lnm2
lnm5
lnm6
 ✱ Γ =

Γ11 Γ12 Γ15 Γ16
Γ21 Γ22 Γ25 Γ26
Γ51 Γ52 Γ55 Γ56
Γ61 Γ62 Γ65 Γ66

✭✸✳✹✻✮
❛✈❡❝✱ ∀(j, k) ∈ J2 ✿
mj =
mYj√
1+(CVYj )
2
✱ Γjk = ln
(
1 + (CVYj )(CVYk)ρYjYk
)
= Γkj ✱ CVYj =
σYj
mYj ✭✸✳✹✼✮
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Y = T(X)⇔

Y1 = T1(X) = exp(m1 +Σk∈JL1kXk)
Y2 = T2(X) = exp(m2 +Σk∈JL2kXk)
Y5 = T5(X) = exp(m5 +Σk∈JL5kXk)
Y6 = T6(X) = exp(m6 +Σk∈JL6kXk)
✭✸✳✹✽✮
♦ù X = (X1, X2, X5, X6)T ❡st ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R4✱ ❧❡s mj ✱ j ∈ J ✱ s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✼✮ ❡t✱ ∀(j, k) ∈ J2✱ Ljk ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ r❛♥❣ (j, k) ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉✲
❧❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ L ∈ R4×4 t❡❧❧❡ q✉❡ LLT = Γ ✭❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡ Γ✮✱ ❛✈❡❝ Γ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❊qs✳✭✸✳✹✻✮✲✭✸✳✹✼✮✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✭mM1✮✱ ❞❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ✭σM1✮✱ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬❛s②♠étr✐❡ ✭SM1✮ ❡t ❞✬❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ✭KM1✮ ❞❡ M1 ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ✭❛✈❡❝ ❡t s❛♥s
❝♦rré❧❛t✐♦♥✮✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♠♣❧étés ♣❛r ❝❡✉① ❞♦♥♥és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ q✉✐ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ❞❡ M1 ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞✬❛♥❛❧②s❡✳
Y à ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦rré❧é❡s Y à ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s
mM1 (10
−3 ♠✮ ✷✱✽✵ ✷✱✽✹
σM1 (10
−4 ♠✮ ✷✱✹✸ ✷✱✾✻
SM1 ✲✵✱✺✶ ✵✱✸✼
KM1 ✺✱✵✻ ✹✱✻✶
❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ▼♦②❡♥♥❡ ✭mM1✮✱ é❝❛rt✲t②♣❡ ✭σM1✮✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛s②♠étr✐❡ ✭SM1✮ ❡t ❞✬❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t
✭KM1✮ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ M1 = Sd ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿ Y à ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦rré❧é❡s ❡t
Y à ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ M1 ❡st s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ Y✳ ■❧
✐♠♣♦rt❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ M1 = Sd ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❝♦rré❧é ❡t ♥♦♥ ❝♦rré❧é ❞❡ Y✳
✸✳✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡
tr❛✈❛✐❧✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♥♦✉s
r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉t s♦♥ ✐♥térêt ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t✱
❣râ❝❡ à ❧❛ ❣r❛♥❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ très ❛✐sé♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❞✬é❧❛❜♦r❡r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲
❈❛r❧♦ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳
❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ r❡t❡♥✉ ❡st ❞❡ q✉❛tr❡ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡s ❧♦✐s ❡t ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱
❡t ♠♦♥tré ❛✐♥s✐ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à ❛❝❝♦r❞❡r ❛✉① ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s
ré❡❧❧❡s✳
❆✐♥s✐ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡r ❡♥ t❡r♠❡s ✜❛❜✐❧✐st❡s✳
✸✳✺ ❆♥❛❧②s❡ ✜❛❜✐❧✐st❡
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ à
♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s q✉✐
❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✳
✽✽
✸✳✺✳✶ ❉♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té (Ω,F ,P)
❡t ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (Y, F ) ❢♦r♠é ❞✬✉♥❡ ✈✳❛✳ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ Y = (Y1, ..., Yp)T ❞é✜♥✐❡ s✉r (Ω,F ,P)✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
■❘p ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❞❡ ■❘p ❞❛♥s ■❘✳ ▲❡s ✈✳❛✳ s❝❛❧❛✐r❡s Y1, ..., Yp r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡
Y ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét❛t
❧✐♠✐t❡✱ ❞é✜♥✐t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ sé❝✉r✐té Es ❡t ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Ef ❛ss♦❝✐és ❛✉① ét❛ts ✑✜❛❜❧❡✑ ❡t ✑❞é❢❛✐❧❧❛♥t✑
❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ ■❘p✱ F (y) > 0 ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬ét❛t ✜❛❜❧❡ ❡t F (y) ≤ 0 ❧✬ét❛t
❞é❢❛✐❧❧❛♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ Es ❡t Ef s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿
Es = {ω ∈ Ω : F (Y(ω)) > 0} , Ef = {ω ∈ Ω : F (Y(ω)) ≤ 0} ✭✸✳✹✾✮
❡t ✈ér✐✜❡♥t ✿
Es ∪ Ef = Ω , Es ∩ Ef = ∅ ✭✸✳✺✵✮
❆ ❝❡s ❞❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❛ss♦❝✐és ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ sé❝✉r✐té Ds ❡t ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Df ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ t❡❧s
q✉❡ ✿
Ds = {y ∈ ■❘p : F (y) > 0} , Df = {y ∈ ■❘p : F (y) ≤ 0} ✭✸✳✺✶✮
❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✿
Ds ∪Df = ■❘p , Ds ∩Df = ∅ ✭✸✳✺✷✮
▲❛ ✈✳❛✳ Y ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s❛ ❧♦✐ PY s✉r (■❘
p,Bp)✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡r❛ s✉♣♣♦sé❡ ❛❞♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té pY
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ dy s✉r (■❘p,Bp) ✿ PY(dy) = pY(y)dy ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ∀B ∈ Bp,
PY(B) =
∫
B pY(y)dy✮✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s é✈✐❞❡♥t❡s ❧✐é❡s à ✭✸✳✺✽✮✱ ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ✿
❙✉♣♣(pY) ⊂ ❉é❢(F ) ✭✸✳✺✸✮
♦ù ❙✉♣♣(·) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❡t ❉é❢(·) ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
✸✳✺✳✷ ❖❜❥❡❝t✐❢ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
■❧ s✬❛❣✐t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝♦♥♥✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pY ❞❡ Y ❡t ❞é✜♥✐s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ sé❝✉r✐té
Es ❡t ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Ef ❛ss♦❝✐és ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés P(Es) ❡t P(Ef )✱ ❛♣♣❡❧é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ sé❝✉r✐té ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡
❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
P(Es) =
∫
Ds
pY(y)dy , P(Ef ) =
∫
Df
pY(y)dy ✭✸✳✺✹✮
❡t ✈ér✐✜❡♥t ✿
P(Es) = 1− P(Ef ) ✭✸✳✺✺✮
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ✭✸✳✺✺✮✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉✬à P(Ef )✱ ❡♥❝♦r❡ ♥♦té❡ Pf ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
Pf = P(Ef ) =
∫
■❘p
✶■Df (y)pY(y)dy ✭✸✳✺✻✮
♦ù ✶■Df ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Df ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✸✳✺✶✮✳
❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ❞✬é❝♦❧❡✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❛❝t❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭❇✳✹✮✳
❖♥ ❡st ❛❧♦rs ♦❜❧✐❣é ❞✬♦♣ér❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t r❡❝♦✉rs ✭❞ès q✉❡ p > 3✮ à ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s très ❡✣❝❛❝❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬✸✶✱ ✸✽✱
✽✹❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡♥ ❞❛t❡ ✿ ❧❛ ✑s✉❜s❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✑ ❬✺❪✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡
❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts ♠ê♠❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❙❱▼ ❬✷✽❪✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝é❧è❜r❡ ♦ù ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ❝❡❧✉✐ ♦ù Y ❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❞❡
♠♦②❡♥♥❡mY ∈ ■❘p ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡CY ∈ ■❘p×p✱ ❡t F ❛✣♥❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ F (y) = a0+〈❛,y〉✱
✽✾
y = (y1, ..., yp)
T ∈ ■❘p✱ ❛ = (a1, ..., ap)T ∈ ■❘p✱ a0 ∈ ■❘✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s Df ❡st ✉♥ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ ❜♦r❞é ♣❛r
❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ Πf = {y ∈ ■❘p : a0 + 〈❛,y〉 = 0} ❡t ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Pf ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿
Pf = Φ
(
−a0 + 〈❛,mY〉〈CY❛,❛〉1/2
)
✭✸✳✺✼✮
♦ù Φ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞ s✉r (■❘,B) ❡t 〈·, ·〉 ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ■❘p✳
✸✳✺✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❉❛♥s ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s st❛♥❞❛r❞✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ rés✉❧t❛t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐tés ❡t ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭❝❢ ➓✸✳✹✳✷✮ ❬✽✸✱ ✸✶❪ q✉✐ st✐♣✉❧❡ q✉❡✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭q✉❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s s❛t✐s❢❛✐t❡s ✐❝✐✮✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ T t❡❧❧❡
q✉❡✱ s✐ X = (X1, ..., Xp)T ❡st ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ■❘p✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡s é❣❛❧✐tés
❡♥ ❧♦✐ ✿
Y = T(X) ⇔ X = T−1(Y) ✭✸✳✺✽✮
❙✉♣♣♦s♦♥s ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡✳ ❆❧♦rs✱ ❡①♣r✐♠és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡X✱ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ sé❝✉r✐té
❡t ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿
Es = {ω ∈ Ω : Γ(X(ω)) > 0} , Ef = {ω ∈ Ω : Γ(X(ω)) ≤ 0} ✭✸✳✺✾✮
♦ù ✿
Γ = F ♦ T ✭✸✳✻✵✮
❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♣❛r T ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❧✐♠✐t❡ F ✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ♣❛r T−1 ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ sé❝✉r✐té
❡t ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ s✬é❝r✐✈❡♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s ✿
∆s = T
−1(Ds) = {x ∈ ■❘p : Γ(x) > 0} , ∆f = T−1(Df ) = {x ∈ ■❘p : Γ(x) ≤ 0} ✭✸✳✻✶✮
P❛r s✉✐t❡✱ ♣r♦❝é❞❛♥t ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y = T(x) ❞❛♥s ✭✸✳✺✾✮ ✭❧✐❝✐t❡ ❝❛r T ❡st ré❣✉❧✐èr❡✮ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
Pf = P(Ef ) =
∫
■❘p
✶■∆f (x)pX(x)dx ✭✸✳✻✷✮
♦ù pX ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞ p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ X✱ t❡❧❧❡ q✉❡✱
∀x ∈ ■❘p ✿
pX(x) =
1
(2pi)p/2
exp
(
−||x||
2
2
)
✭✸✳✻✸✮
❛✈❡❝
||x||2 = 〈x,x〉
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✻✹✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❡t ❝✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ q✉❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r Pf ✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣❛✉ss✐❡♥ q✉✬❡st ❞é✜♥✐ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ❬✸✶✱ ✹✹❪✱ très ♣r✐sé ❡♥ ✜❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❛❧❡✱ ❡t
q✉❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋❖❘▼ ✭❋✐rst ❖r❞❡r ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ▼❡t❤♦❞✮ ❬✸✶✱ ✹✹✱ ✽✵❪ ❡t ❙❖❘▼ ✭❙❡❝♦♥❞
❖r❞❡r ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ▼❡t❤♦❞✮ ❬✸✶✱ ✹✻❪✳
✾✵
✸✳✺✳✹ ▼❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ♦✉ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧❛ ✈✳❛✳ U ❞é✜♥✐❡ s✉r (Ω,F ,P)✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ■❘✱
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
U = F (Y) ✭✸✳✻✹✮
❡t q✉✐✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✺✽✮ ❡t ✭✸✳✻✵✮✱ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ s✬é❝r✐r❡ ✿
U = Γ(X) ✭✸✳✻✺✮
❯♥❡ t❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r s❝❛❧❛✐r❡ ✕ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬é❝❛rt✱ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡
ét✉❞✐é✱ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱✳✳✳✮ ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❞♠✐s✲
s✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✕ ❞♦♥t ✐❧ ✐♠♣♦rt❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉
s②stè♠❡✳ ❊❧❧❡ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ sé❝✉r✐té ❡t ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❞✬❛♣rès ✭✸✳✺✽✮ ❡t ✭✸✳✻✹✮✱ ♦✉ ✭✸✳✺✾✮ ❡t ✭✸✳✻✺✮ ✿
Es = {ω ∈ Ω : U(ω) > 0} , Ef = {ω ∈ Ω : U(ω) ≤ 0} ✭✸✳✻✻✮
✸✳✺✳✺ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ❬✸✶✱ ✹✹❪
❆ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r❛♠❡♥é ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s st❛♥❞❛r❞✱ ❝❡t ✐♥❞✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
βHL = d(O,∆f ) ✭✸✳✻✼✮
♦ù O ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ■❘p✱ ∆f ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✸✳✻✶✮ ❡t d(O,∆f ) ❡st
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ O à ∆f ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✳ ▲✬é❧é♠❡♥t x∗ ❞❡ ■❘p t❡❧ q✉❡ ||x∗|| = βHL ❡st ❧❡
♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♦✉ ❞❡s✐❣♥ ♣♦✐♥t✳ ❚r♦✉✈❡r βHL r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ❞♦♥❝ à rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t ✿
❚r♦✉✈❡r x∗ ∈ ■❘p t❡❧ q✉❡ ✿
||x∗|| = minx∈∆f ||x||
✭✸✳✻✽✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ✭p = 2✮✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❜❛sés s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r✐♠❛❧❡s ✭❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❥❡té✱ ❣r❛❞✐❡♥t ré❞✉✐t✱
❡t❝✳✮ ♦✉ ❞✉❛❧❡s ✭❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✱ ❡t❝✳✮ ❬✼✶❪✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés à
❝❡tt❡ ✜♥✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠♦✐♥s é❧❛❜♦rés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♠❛✐s
✾✶
❞♦♥♥❛♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s✱ à ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐ts✳ ❈✐t♦♥s ❞❛♥s
❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘❛❝❦✇✐t③ ❡t s❡s ❞ér✐✈é❡s ❬✸✶✱ ✽✵❪✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✻✽✮
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Γ ❡st ❛✣♥❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐
Y ❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭T s❡r❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡✮ ❡t s✐ F ❡st ❛✣♥❡✱ ❛❧♦rs ∆f ❡st ✉♥ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡
❡t ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✭✸✳✶✶✮ ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿
Pf = Φ(−βHL) ✭✸✳✻✾✮
❙✐ Γ ♥✬❡st ♣❛s ❛✣♥❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✾✮ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡ t✐❡♥t ♣❧✉s✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡tt❡
❢♦r♠✉❧❡✱ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✸✳✶✶✮ ♦✉ ✭✸✳✻✾✮ ❞♦♥♥❛♥t Pf ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧
βc ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
βc = −Φ−1(Pf ) ✭✸✳✼✵✮
✐♥❞✐❝❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡✱ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ βc = βHL s✐ Γ ❡st ❛✣♥❡ ❬✸✶❪✳ ❖❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ♥♦♥✲❛✣♥✐té ❞❡ Γ
♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r s♦✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❛♥✐té ❞❡ Y ✭❛✉q✉❡❧ ❝❛s T ♥✬❡st ♣❛s ❛✣♥❡✮✱ s♦✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❛✣♥✐té
❞❡ F ✱ s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦♥✲♣r♦♣r✐étés✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ Y ❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t F ♥♦♥ ❛✣♥❡✱
Γ ♥✬❡st ♣❛s ❛✣♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ βc ❡t βHL ♣❡✉t s❡r✈✐r à ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐té ❞❡ F ✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ s✐ F ❡st ❛✣♥❡ ❡t Y ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ Γ ♥✬❡st ♣❛s ❛✣♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ βc ❡t βHL ♣❡✉t ❛❧♦rs
s❡r✈✐r à ❡st✐♠❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❛♥✐té ❞❡ Y✳ ◆♦t♦♥s✱ ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Y ❡st
❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ mY ∈ ■❘p ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ CY ∈ ■❘p×p✱ ❡t F ❛✣♥❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
F (y) = a0 + 〈❛,y〉✱ y ∈ ■❘p✱ ❛✈❡❝ ❛ ∈ ■❘p ❡t a0 ∈ ■❘ ❞♦♥♥és✱ ❛❧♦rs βHL ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿
βHL =
a0 + 〈❛,mY〉
〈CY❛,❛〉1/2
✭✸✳✼✶✮
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s Pf ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✻✾✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉✬✐❧ ② ❛ ❜✐❡♥ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✭✸✳✻✾✮✲✭✸✳✼✶✮
❡t ✭✸✳✺✼✮✳
✸✳✺✳✻ ▼ét❤♦❞❡ ❋❖❘▼ ❬✸✶✱ ✹✹✱ ✽✵❪
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭✸✳✶✶✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ∆f ♣❛r ✉♥ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ ∆Lf ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳
❙♦✐t ΓL ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ t❛♥❣❡♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à Γ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t x∗✳ ❊❧❧❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡✱
∀x ∈ ■❘p ✿
ΓL(x) = Γ(x
∗) + 〈∇Γ(x∗),x− x∗〉 ✭✸✳✼✷✮
♦ù ∇Γ(x∗) ❡st ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ Γ ❛✉ ♣♦✐♥t x∗✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
x∗ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t q✉❡ ∇Γ ❡①✐st❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ▲❡ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ∆Lf ✱ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
∆Lf = {x ∈ ■❘p,ΓL(x) ≤ 0} ✭✸✳✼✸✮
P❛r s✉✐t❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ∆Lf à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ∆f ❞❛♥s ✭✸✳✶✶✮✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Pf ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✿
PLf =
∫
■❘p
✶■∆L
f
(x)pX(x)dx ✭✸✳✼✹✮
❡t ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿
PLf = Φ
(
−Γ(x
∗)− 〈∇Γ(x∗),x∗〉
||∇Γ(x∗)||
)
✭✸✳✼✺✮
s♦✐t ✿
PLf = Φ(−βHL) ✭✸✳✼✻✮
❝❛r ✐❝✐ ✿
βHL =
Γ(x∗)− 〈∇Γ(x∗),x∗〉
||∇Γ(x∗)|| ✭✸✳✼✼✮
✾✷
✸✳✺✳✼ ▼ét❤♦❞❡ ❙❖❘▼ ❬✸✶✱ ✹✻❪
❘❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❧✐♠✐t❡ Γ ♣❛r
s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ t❛♥❣❡♥t❡ ΓQ ❡♥ x∗✱ t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ■❘p ✿
ΓQ(x) = Γ(x
∗) + 〈∇Γ(x∗),x− x∗〉+ 1
2
〈∇2Γ(x∗)(x− x∗),x− x∗〉 ✭✸✳✼✽✮
♣✉✐s à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ∆f ♣❛r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿
∆Qf = {x ∈ ■❘p,ΓQ(x) ≤ 0} ✭✸✳✼✾✮
♦ù ❞❛♥s ✭✸✳✼✽✮ ∇2Γ(x∗) ❡st ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ Γ ❛✉ ♣♦✐♥t x∗ ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ✐❝✐ q✉❡ ❝❡tt❡
❤❡ss✐❡♥♥❡ ❡①✐st❡✮✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Pf ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿
PQf =
∫
■❘p
✶■
∆Q
f
(x)pX(x)dx ✭✸✳✽✵✮
❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❬✸✶❪✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉❡ à ❇r❡✐t✉♥❣ ❬✶✽❪ ✿
PQf ∼ Φ(−βHL)
p−1∏
i=1
(1− βHLχi)−1/2 (βHL → +∞) ✭✸✳✽✶✮
♦ù ❧❡s χi✱ i = 1, ..., p−1✱ s♦♥t ❧❡s ❝♦✉r❜✉r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ Γ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦sé❡s ✈é✲
r✐✜❡r ✿ βHLχi < 1✳ ❈✐t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ à ❍♦❤❡♥❜✐❝❤❧❡r ❬✹✼❪ ✿
PQf ∼ Φ(−βHL)
p−1∏
i=1
(
1− ϕ(βHL)
Φ(−βHL)χi
)−1/2
(βHL → +∞) ✭✸✳✽✷✮
♦ù ϕ ❡st ❧❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞ s✉r (■❘,B)✳
✸✳✺✳✽ ❘❡♠❛rq✉❡ à ♣r♦♣♦s ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠é❝❛♥♦✲✜❛❜✐❧✐st❡
▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ▼❊❋❙✴❋❖❘▼ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❧✐♠✐t❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs
très r❛♣✐❞❡✱ ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ Γ ❡t ❞❡ s♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ét❛♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉
❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ❝✐té ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ❬✺✺❪ ❡t ♣❡r♠❡t ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐t
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s st❛t✐s✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ét❛♥t ❞ét❡r♠✐♥é ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ à ✉♥ très ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❛✐sé♠❡♥t ✿
✕ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts s❡✉✐❧s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛
❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡✱
✕ ♠❡♥❡r ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té s②stè♠❡✳
P♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✐ss✉❡
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘❛❝❦✇✐t③✲❋✐❡ss❧❡r ❡st ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❖❘▼✳
❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r
❝♦✉♣❧❛❣❡ ▼❊❋❙✴❋❖❘▼✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ très r❛♣✐❞❡ ♣✉✐sq✉❡ tr♦✐s ✐tér❛t✐♦♥s
✾✸
s✉✣s❡♥t ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r st❛❜✐❧✐sé❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❧❛❣❡ ▼❊❋❙✴❋❖❘▼✳
✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭▼❊❋❙✮ ❞❡st✐♥é❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥❧✐♥é❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ tr♦♥ç♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ré♣♦♥s❡ ♦✉ ❞❡ t♦✉t❡ ✈✳❛✳ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✐é❡ à ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❋✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡st ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ❞❛♥s ❧❡
♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥s❛❝ré à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s✳
✾✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❆♥❛❧②s❡ ♣❛r ❊❋❙ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡
❢❡rré❡
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭▼❊❋❙✮
♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠é❝❛♥♦✲
♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ tr♦♥ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✷✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❊❋ ✉t✐❧✐sé✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s ❡✛❡ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
é✈❛❧✉és ❡♥ t❡r♠❡ ✜❛❜✐❧✐st❡✳
✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
✹✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té
❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✭❛♣✲
♣❡❧é❡s ❛✉ss✐ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✮ ✈✐s❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡
❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ét✉❞✐é✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠é❝❛♥♦✲♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♣✲❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✬❡♥✲
tré❡ (Yi)1≤i≤p✱ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ f : ■❘p → ■❘d✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞✲❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡
s♦rt✐❡ ✭ré♣♦♥s❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✮ (Rj)1≤j≤d ✳ ❯♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ s✬é❝r✐t ✿
R = f(Y) ✭✹✳✶✮
❛✈❡❝ Y = (Y1, ..., Yp)T ❡t R = (R1, ..., Rd)T ✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ét✉❞✐❡ ❝♦♠♠❡♥t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❞❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡♥ tr♦✐s
❝❧❛ss❡s ✿
✶✳ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❝r❡❡♥✐♥❣✱
✷✳ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡✱
✸✳ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡✳
✾✺
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❝r❡❡♥✐♥❣✱ ♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❙❛❧t❡❧❧✐ ❡t ❛❧ ❬✽✺✱ ✽✻❪ ❛♥❛❧②s❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡
❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ Rj ♣❛r r❛♣♣♦rt à Yi ❡st ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Sij =
|r1j−r2j |
|r1j+r2j |
|y1j−y2j |
|y1j+y2j |
✭✹✳✷✮
❛✈❡❝ y1i ❡t y
2
i ❧❡s ✈❛❧❡✉rs t❡sté❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡♥tré❡ Yi ❡t r
1
j ❡t r
2
j ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ Rj ✱ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ét❛♥t ✜①❡s✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ❬✽✺✱ ✽✻✱ ✺✷❪✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡✱ ❞❡ ❞♦♥♥❡r
✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s é❝❛rts ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ét✉❞✐❡ ❝♦♠♠❡♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r y0 =
(y01, ..., y
0
p) ❞❡s ❡♥tré❡s s❡ ré♣❡r❝✉t❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❧❛ ♣❧✉s
❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❖❆❚ ✭❖♥❡ ❢❛❝t♦r ❆t ❚✐♠❡✮✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♦✉ ❡st✐♠❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡
s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿
Si =
∂r
∂yi
(y01, ..., y
0
p) ✭✹✳✸✮
❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉❛♥t✐✜❡ ❧✬❡✛❡t s✉r R ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ Y ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥♦♠✐♥❛❧❡ y0 =
(y01, ..., y
0
p)✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s s♦♥
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ét✉❞✐❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❡♥tré❡s s❡ ré♣❡r❝✉t❡ s✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✱
❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t q✉❡❧❧❡ ♣❛rt ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❞✉❡ à t❡❧❧❡ ❡♥tré❡ ♦✉ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tré❡s✳ ■❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✿ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❧♦❝❛❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à s❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✳
▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❬✾✽❪ s♦♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❡✉r ❝❛❧❝✉❧ r❡q✉✐❡rt
❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❡t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧♦✉r❞s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♠❡♥é ♥✐ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♥✐ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
❣❧♦❜❛❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❙♦❜♦❧✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥t❡♥tés ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❝♦♥s✐❞éré sé♣❛ré♠❡♥t✱ s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥✲
s✐❜✐❧✐té très s✐♠♣❧✐✜é❡ ♥♦✉s ❛ ❛✐♥s✐ ♣❡r♠✐s ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té
❛❧é❛t♦✐r❡ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡
s♦♥t ✐♥❞✐q✉és ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳
✹✳✷✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té s✐♠♣❧✐✜é❡
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ét✉❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♠❡♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ s✉r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❋❙ ❝♦♥s✐❞éré✳
❈❤❛q✉❡ ét✉❞❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✕ ✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yi ❡st ❝♦♥s✐❞éré à ❧❛ ❢♦✐s✱
✕ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ mYi ❡t ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ CVYi =
σYi
mYi
❞♦♥♥és ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✮✱
✾✻
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ Yi✱ tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ CVYi s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ CV
exp
Yi
✱ ✽✵ ✪CV expYi
❡t ✶✷✵ ✪CV expYi ✳
P❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ▼♦②❡♥♥❡ ❊❝❛rt✲t②♣❡
Y1 = hb ✵✱✷✻ ♠ ✵✱✶✶ ♠
Y2 = hsb ✵✱✻✹ ♠ ✵✱✷✺ ♠
Y3 = hf ✵✱✾✼ ♠ ✵✱✺✾ ♠
Y4 = hl ✶✱✻✷ ♠ ✵✱✻✾ ♠
Y5 = Eb ✸✽✱✾✶ ▼P❛ ✶✶✱✷✼ ▼P❛
Y6 = Esb ✷✻✱✺✺ ▼P❛ ✶✽✱✷✼ ▼P❛
Y7 = Ef ✾✱✷✶ ▼P❛ ✺✱✽✹ ▼P❛
Y8 = El ✶✵✱✼✹ ▼P❛ ✽✱✻✶ ▼P❛
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ▼♦②❡♥♥❡s ❡t é❝❛rts✲t②♣❡s ❞❡s ✈✳❛✳ Yi✳
❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ Yi
s✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Mi✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s❡r✈❛♥t à q✉❛♥t✐✜❡r
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳
➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝÷✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ CVM1 ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡M1 = Sd ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝÷✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ CVYi ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
Yi✳
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Coefficient de variaton de Yj , j = 1,..,8 (%)
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝÷✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ M1 = Sd ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝÷✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yi✳
❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ✐❧❧✉str❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yi s✉r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ ❞❡
❝♦♥trô❧❡ M1 = Sd✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ Yi✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ △CVM1 ❞❡ CVM1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ △CVYi = 1, 2CV expYi − 0, 8CV
exp
Yi
= 0, 4CV expYi ❞❡ CVYi ✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t
rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❡ ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥t ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡
❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ Y7 = Ef ✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Y4 = hl ❡t Y8 = El ♦♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ■❧
❡st à ♥♦t❡r ✐❝✐ q✉❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❧✐♠♦♥ hl ❡st ♠❛❧ ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❡s ♠❡s✉r❡s P❛♥❞❛ ❞✉ ❢❛✐t
❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s ❡ss❛✐s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Y1 = hb ❡t
Y5 = Eb ♦♥t ♣❡✉ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ M1 = Sd✳
✾✼
Y1 Y5 Y2 Y6 Y3 Y7 Y4 Y8
hb Eb hsb Esb hf Ef hl El
△CVM1 ✵✱✼✶ ✶✱✷✸ ✸✱✻ ✶✵✱✻✸ ✹✱✻ ✶✺✱✽ ✽✱✵✶ ✾✱✾✶
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ △CVM1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à 0.4CV expYi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yi✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st rés✉♠é s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❙✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧❡s △CVMj ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✈✳❛✳ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Mj ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yi✳ ▲❡s
♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭Y7 = Ef ✮ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✭Y6 = Esb✮ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡
❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
s✉r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ M1 = Sd ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥t M4 = N˜L✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱
♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣ Y5 = Eb✱ Y6 = Esb✱
Y7 = Ef ✱ Y8 = El✮ ❡st ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✭é♣❛✐ss❡✉rs Y1 = hb✱
Y2 = hsb✱ Y3 = hf ✱ Y4 = hl✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ △CVMj ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s Yi✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Mi✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Mi ❡st ❞é✜♥✐✱ ∀k ∈ {1, ..., 8}✱ ♣❛r ✿
αi(k) =
△CVMi(k)∑8
j=1△CVMi(j)
, i = 1, ..., 4 ✭✹✳✹✮
✾✽
♦ù △CVMi(j) ❡st ❧✬é❝❛rt s✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ Mi rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ Yj ✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r
❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❡ ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥t✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t ✐♥❞✐❝❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❊❧❧❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✿
✕ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ Y7 = Ef s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱
✕ q✉❡ Y4 = hl✱ Y6 = Esb ❡t Y7 = Ef s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥ts t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ❜❛❧❧❛st Y1 = hb ❡t Y5 = Eb ♦♥t ♣❡✉ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡✱
✕ q✉❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ M2 = Sa ❡st ❧❛ ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡
❜❛❧❧❛st ✭Y1 = hb ❡t Y5 = Eb✮✱
✕ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❧✐♠♦♥s Y4 = El s✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
❝♦♥trô❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ■♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✱ ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦✐♥s r❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭Emoy = 9, 21 ▼P❛✮✳ ▲❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ♣❡✉✈❡♥t
❡♥ ❡✛❡t êtr❡ ❣ê♥❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✐♥s ✭❢♦rt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡s
r❛✐❧s✮ ❡t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ à ❞❡s t❛ss❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✭❝❢✳ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇♦❞✐♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❞✉ ❢❛✐t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❡rs❡s ✭Sd ♠❡s✉ré❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st✮✳
▲❛ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ♣❡✉t êtr❡ ❧✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❛ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❡t ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❡t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦r✲
✾✾
t❛♥t ✭✽ ✈✳❛✳✮ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥séq✉❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ❈❡ t❡♠♣s
❡st ❞❡ ✿
t = 48T
♦ù T ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✹✵ ♠✐♥✉t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✮✳
❈❡ ❢❛❝t❡✉r t❡♠♣s ♥♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t à ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡✳ ❊♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ♣r❛t✐q✉é❡s s✉r ❧❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st Y1 = hb✱
✕ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st Y5 = Eb✱
✕ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ Y6 = Esb✱
✕ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ Y7 = Ef ✳
▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞❡ ❧♦✐s ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡s✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✹✳✸ ✭❞♦♥♥é❡s s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✮✳
P❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ▼♦②❡♥♥❡ ❊❝❛rt✲t②♣❡
Y1 = hb ✵✱✷✻ ♠ ✵✱✶✶ ♠
Y5 = Eb ✸✽✱✾✶ ▼P❛ ✶✶✱✷✼ ▼P❛
Y6 = Esb ✷✻✱✺✺ ▼P❛ ✶✽✱✷✼ ▼P❛
Y7 = Ef ✾✱✷✶ ▼P❛ ✺✱✽✹ ▼P❛
❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s r❡t❡♥✉❡s✳
✹✳✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼❊❋❙ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥❝❡r✲
t✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠é❝❛♥♦✲♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡st✐♥és à ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✈♦✐❡s
❢❡rré❡s✳ ❇❛sé❡ s✉r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♠♦✲
♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ré♣♦♥s❡ ❡t ❞❡ t♦✉t❡ ✈✳❛✳ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✐é❡ à ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❡t ♣❛r ❧à✲♠ê♠❡✱
❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ♥✉✲
♠ér✐q✉❡ tr❛✐té✱ ❜✐❡♥ q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ❛tt❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✈✐❛ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠é❝❛♥♦✲♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❛ ♣❡r♠✐s
❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r à ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té q✉✐ ❡♥t❛❝❤❡ s❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉s
❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ✈✳❛✳ ❧❡s ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥t❡s ❡t ❞♦♥❝ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s
❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ♥♦♥
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✉t✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t
♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳
✹✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ✈♦✐❡s
❢❡rré❡s
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥❝❡ ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❣❛✐♥ é✈❡♥t✉❡❧ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳
❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ s✐♠✉❧❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❋❙ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡
r❡❧❡✈❛❣❡✱ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳
❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠❡s✉ré❡s s✉r s✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐✲
t✐❛❧✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ q✉❛tr❡
✶✵✵
✈✳❛✳ ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ s✉♣♣♦sé❡s s✉✐✈r❡ ❞❡s ❧♦✐s ❧♦✲
❣♥♦r♠❛❧❡s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭CYi,Yj ✮ ✭✐ss✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥ s✐t✉✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹✳
Y1 Y5 Y6 Y7
Y1 ✶✵✵ ✷✵ ✺✵ ✽✺
Y5 ✕ ✶✵✵ ✶✺ ✶✼
Y6 ✕ ✕ ✶✵✵ ✹✹
Y7 ✕ ✕ ✕ ✶✵✵
❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❈♦rré❧❛t✐♦♥ CYi,Yj ✭✪✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✳❛✳ Yi✱Yj ✳
▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Mi, i = 1..4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬ét❛t ❝♦♥s✐✲
❞éré s♦♥t ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
M1 = Sd ✭m✮ M2 = Sa ✭m/s2✮ M3 = Rd ✭m✮ M4 = N˜L ✭m✮
▼♦②❡♥♥❡ ✷✱✾✾✼ ✶✵−3 ✶✵✱✻✶✶ ✸✱✸✺✹ ✶✵−3 ✷✱✵✼✽✺ ✶✵−4
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✶✱✵✻✹ −3 ✷✱✽✾✶ ✶✱✵✹✾ ✶✵−3 ✽✱✵✻✶ ✶✵−5
❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛s②♠étr✐❡ ✶✱✺✹✽ ✵✱✸✻✻ ✶✱✺✶✹ ✵✱✾✷✾
❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞ ❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ✼✱✵✺✷ ✶✱✾✸✹ ✼✱✵✹✹ ✸✱✷✵✺
❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ▼♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Mi, i = 1, ..., 4✳
✹✳✸✳✶ ❘❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡
▲❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ❡st ❧❡ s✉ré❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡
s♦✉s ❧❡s tr❛✈❡rs❡s✳ ■❧ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞✉ ❜❛❧❧❛st ♥❡✉❢ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ✈♦✐❡ s❛♥s ❡♥❧❡✈❡r ❧❡ ❜❛❧❧❛st q✉❛❧✐✜é ❞✬✉sé ✭♣❛r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ tr❛✜❝ ❡t ♣❛r ❞❡s ♣❛ss❛❣❡s ❛♥tér✐❡✉rs ❞❡
❜♦✉rr❡✉s❡s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✹✮✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡✱ s✉✐t❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥✱ s❡✉❧❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st
s❡r❛ ❛✉❣♠❡♥té❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧❛
✶✵✶
❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉❝❤❡✳ ◆♦✉s t❡st❡r♦♥s tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❞❡ ✺✱ ✽ ❡t ✶✵ ❝♠✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❛❝❝♦♠♣❛✲
❣♥é❡s✱ s✉✐t❡ ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜♦✉rr❛❣❡✱ ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡
❜❛❧❧❛st ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ é❝❛rt✲t②♣❡ ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ ❣r❛s✮✳
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ ◆♦✉s ❡st✐♠♦♥s q✉❡ ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❛♣rès r❡❧❡✈❛❣❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜❛❧❧❛st ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❧✐é❡ ❛✉① ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳
P❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ▼♦②❡♥♥❡ ❊❝❛rt✲t②♣❡
Y1 = hb ✵✱✸✶ ♠ ✵✱✵✺ ♠
❘❡❧❡✈❛❣❡ Y5 = Eb ✹✺ ▼P❛ ✽ ▼P❛
❞❡ ✺ ❝♠ Y6 = Esb ✷✻✱✺✺ ▼P❛ ✶✽✱✷✼ ▼P❛
Y7 = Ef ✾✱✷✶ ▼P❛ ✺✱✽✹ ▼P❛
Y1 = hb ✵✱✸✹ ♠ ✵✱✵✺ ♠
❘❡❧❡✈❛❣❡ Y5 = Eb ✹✺ ▼P❛ ✽ ▼P❛
❞❡ ✽ ❝♠ Y6 = Esb ✷✻✱✺✺ ▼P❛ ✶✽✱✷✼ ▼P❛
Y7 = Ef ✾✱✷✶ ▼P❛ ✺✱✽✹ ▼P❛
Y1 = hb ✵✱✸✻ ♠ ✵✱✵✺ ♠
❘❡❧❡✈❛❣❡ Y5 = Eb ✹✺ ▼P❛ ✽ ▼P❛
❞❡ ✶✵ ❝♠ Y6 = Esb ✷✻✱✺✺ ▼P❛ ✶✽✱✷✼ ▼P❛
Y7 = Ef ✾✱✷✶ ▼P❛ ✺✱✽✹ ▼P❛
❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳
◆♦✉s ❡①❛♠✐♥❡r♦♥s ❝✐✲❛♣rès ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
❊✛❡t s✉r ❧❡ N˜L
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✼✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡✲
♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M4 = N˜L✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧
✭✪✮✳
❘❡❧❡✈❛❣❡ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✭✪✮
✺ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✷✱✵✹✶ ✶✵−4 ✶✱✽✸
❝♠ ➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✼✱✻✺✶ ✶✵−5 ✺✱✵✽
✽ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✷✱✵✸✸ ✶✵−4 ✷✱✶✾
❝♠ ➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✼✱✺✾✶ ✶✵−5 ✺✱✽✸
✶✵ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✶✱✾✾✺ ✶✵−4 ✹✱✵✶
❝♠ ➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✼✱✸✽✼ ✶✵−5 ✽✱✸✻
❚❛❜❧❡ ✹✳✼✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M4 = N˜L ✭♠✮ ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ ♣❡✉ ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ N˜L✱ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ét❛♥t
❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷ ✪ ♣♦✉r ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✺ ❝♠ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡t ✹ ✪ ♣♦✉r ✶✵ ❝♠✳ ❯♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ✿ ✺✱✵✽ ✪ ♣♦✉r ✺ ❝♠ ❡t ✽✱✸✻ ✪ ♣♦✉r ✶✵ ❝♠✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ ♣❧✉s ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ q✉❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡
♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥t ✭N˜L✮✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♣rès r❡❧❡✈❛❣❡ r❡st❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡t ♣r♦❝❤❡s ❞❡
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✹✷ ✪✮✳
✶✵✷
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M4 = N˜L ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès r❡❧❡✈❛❣❡✳ ▲❛
♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❛tt❡st❡ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✉ N˜L ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s r❡❧❡✈❛❣❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ✭✶✵ ❝♠✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M4 = N˜L ✭♠✮ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès r❡❧❡✈❛❣❡✳
❊✛❡t s✉r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ✭Rd✮
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝❛s ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✱ M3 = Rd ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✪✮ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✽✳
❘❡❧❡✈❛❣❡ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✭✪✮
✺ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✸✱✸✷✾ ✶✵−3 ✵✱✼
❝♠ ➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✶✱✵✷✸ ✶✵−3 ✷✱✺
✽ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✸✱✸✵✼ ✶✵−3 ✶✱✹
❝♠ ➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✶✱✵✷✷ ✶✵−3 ✷✱✺✼
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❚❛❜❧❡ ✹✳✽✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ M3 = Rd ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ M3 = Rd ❛✈❛♥t
❡t ❛♣rès r❡❧❡✈❛❣❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ N˜L✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ❞✉ r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡
❜❛❧❧❛st s✉r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M3 = Rd ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès r❡❧❡✈❛❣❡✳
❊✛❡t s✉r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ ✭Sd✮
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✾✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡✲
♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ M1 = Sd✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✪✮✳
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✶✵ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✷✱✾✶✷ ✶✵−3 ✷✱✽✸
❝♠ ➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✶✱✵✷✼ ✶✵−3 ✸✱✹✼
❚❛❜❧❡ ✹✳✾✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M1 = Sd ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡ ❧❛
❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❧❡s ✸ ✪✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ❝♦♥✜r♠és ♣❛r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ M1 = Sd✱ r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✹✳✼✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M1 = Sd ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès r❡❧❡✈❛❣❡✳
❊✛❡t s✉r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ ✭Sa✮
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✱ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝✲
❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ M2 = Sa✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✪✮ s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✵✳
❘❡❧❡✈❛❣❡ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✭✪✮
✺ ▼♦②❡♥♥❡ ✭m/s2✮ ✾✱✹✽✵ ✶✵✱✻✺
❝♠ ➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭m/s2✮ ✶✱✽✽✶ ✸✹✱✾✷
✽ ▼♦②❡♥♥❡ ✭m/s2✮ ✾✱✸✼✽ ✶✶✱✻✷
❝♠ ➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭m/s2✮ ✶✱✼✹✸ ✸✾✱✼✶
✶✵ ▼♦②❡♥♥❡ ✭m/s2✮ ✾✱✵✸✺ ✶✹✱✽✺
❝♠ ➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭m/s2✮ ✸✱✵✼✼ ✻✱✹✸
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M2 = Sa ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✵ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡
❜❛❧❧❛st ❛ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
♦❜s❡r✈é❡ ❡st ❞❡ ✶✶ ✪ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ✸✹ ✪ s✉r ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✺ ❝♠ ❡t ❞❡ ✶✺ ✪
s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ✻✱✹✸ ✪ s✉r ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✶✵ ❝♠ ❞❡ ❜❛❧❧❛st✳
❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ✿ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡
M2 = Sa ♣❛ss❡ ❞❡ ✷✼ ✪ ✭ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✮ à ✶✾ ✪ ❛♣rès r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ✺ ❝♠✳ ❈❡s r❡♠❛rq✉❡s s♦♥t ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡s
s✉r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té M1 = Sa r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M2 = Sa ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès r❡❧❡✈❛❣❡✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛
✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ♣❛r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛❧❧❛st s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡✛❡t ❞❡ ❝❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥t ✭N˜L✮ ❡t ❧❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s ❞✉ r❛✐❧ ✭Rd✮ ❡t ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ ✭Sd✮ ✭❝❢✳
✜❣✉r❡ ✹✳✾✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❡✛❡t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ♦❜s❡r✈é s✉r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ ✭Sa✮✱ ❝❛r❛❝tér✐sé
♣❛r ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❈❡s r❡♠❛rq✉❡s ❝♦rr♦❜♦r❡♥t ❧❡s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s ét✉❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶ q✉✐ ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛✉①
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡t à ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❢♦rt ❡st s♦✉✈❡♥t q✉❛❧✐✜é❡ ♣❛r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ r❡ss❡♥t✐❡✱ ❞✬♦✉
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ Sa✳
✶✵✻
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ✭❝♠✮✳
✹✳✸✳✷ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
P❛r♠✐ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉é❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s ❛rr✐✈é❡s ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝②❝❧❡
❞❡ ✈✐❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❝❡❧❧❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❘❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❱♦✐❡ ❇❛❧❧❛st ✭❘❱❇✮✳ ❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t
♣❡✉t êtr❡ ❞é❝❧❡♥❝❤é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♣ré✈❡♥t✐✈❡ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ré❞✉✐t❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❤❛♥t✐❡r ♠é❝❛♥✐sé ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡
✐t✐♥ér❛♥t✱ ❞❡st✐♥é à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✿ ❧❡s r❛✐❧s✱ ❧❡s tr❛✈❡rs❡s✱ ❧❡ ❜❛❧❧❛st ❡t ❧❛
s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✱ ♦✉ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❧♦✉r❞❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ♦✉ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ♠é❝❛♥✐sé❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
tr❛✈❡rs❡s✱ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ♦✉ ❧❡ ❜♦✉rr❛❣❡✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳
❯♥ ❘❱❇ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ à ❤❛✉t r❡♥❞❡♠❡♥t ❡t à ❣r❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✱ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ♣ré❝✐s✳ ❯♥ t❡❧ ♠❛tér✐❡❧ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✿
✕ ✉♥❡ ❞é❣❛r♥✐ss❡✉s❡✱ ❝❤❛r❣é❡ ❞❡ r❡t✐r❡r ❧❡ ❜❛❧❧❛st✱
✕ ✉♥ tr❛✐♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s tr❛✈❡rs❡s ❡t ❞❡s r❛✐❧s✱
✕ ✉♥❡ ❣❛r♥✐ss❡✉s❡✴ré❣❛❧❡✉s❡✱ ❞❡st✐♥é❡ à ♣❧❛❝❡r ❡t à ré♣❛rt✐r ❧❡ ❜❛❧❧❛st✱
✕ ✉♥❡ ❜♦✉rr❡✉s❡✱ ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ❜❛❧❧❛st✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡✱ ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t à r❡s♣❡❝t❡r ✿
✕ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① é❧❛❜♦rés✱ ❡♥ ❣r❛✈❡ ❝♦♥❝❛ssé❡ ❜✐❡♥ ❣r❛❞✉é❡✱ ❡t
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❧✉s ❞❡ ✶✷ ✪ ❞❡ ♣❛ss❛♥t à ✵✱✵✽ ♠♠✱ ✉♥ ❣é♦t❡①t✐❧❡ ❝♦♥❢♦r♠❡
❛✉① s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♠❛r❝❤é ❞♦✐t êtr❡ ✐♥t❡r♣♦sé ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❬✺✾❪✱
✕ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ♣r❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✶✺ ❞✉ ❧✐✈r❡t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❬✺✾❪✱
✕ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✸✵ ❝♠✱ ❡t ❧♦rsq✉❡ ❧❛
✶✵✼
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥ ❡st ❞✬é♣❛✐ss❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✸✵ ❝♠✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉❝❤❡s
❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✶✺ ❡t ✸✵ ❝♠ ❣r✐✛é❡s s✉r ✺ ❝♠ ❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳
▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❡t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✱ ❞és✐❣♥és s♦✉s ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❛✲
t✐♦♥s ✿ ♦♣t✐♦♥ ✶ ❡t ♦♣t✐♦♥ ✷ ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✶✮✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ♣♦s❡ s♣é❝✐✜é❡s✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡
s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✭à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✮ ❛✈❛♥t tr❛✐✲
t❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s r❡♠♣❧❛❝é❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✳
P❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ▼♦②❡♥♥❡ ❊❝❛rt✲t②♣❡
Y1 = hb ✵✱ ✷✻ ♠ ✵✱✵✸ ♠
❖♣t✐♦♥ Y5 = Eb ✺✵ ▼P❛ ✷✱✺ ▼P❛
✶ Y6 = Esb ✺✵ ▼P❛ ✼ ▼P❛
Y7 = Ef ✶✾ ▼P❛ ✺✱✽✹ ▼P❛
Y1 = hb ✵✱ ✷✻ ♠ ✵✱✵✸ ♠
❖♣t✐♦♥ Y5 = Eb ✺✵ ▼P❛ ✷✱✺ ▼P❛
✷ Y6 = Esb ✼✵ ▼P❛ ✼ ▼P❛
Y7 = Ef ✶✾ ▼P❛ ✺✱✽✹ ▼P❛
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶✿ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳
❊✛❡t s✉r ❧❡ N˜L
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✷✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦♣t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs
♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M4 = N˜L✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✪✮✳
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✭✪✮
❖♣t✐♦♥ ✶ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✶✱✽✻✶ ✶✵−4 ✷
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✺✱✺✽✻ ✶✵−5 ✸✵
❖♣t✐♦♥ ✷ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✶✱✼✻✼ ✶✵−4 ✼
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✹✱✸✺✽ ✶✵−5 ✹✻
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M4 = N˜L ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ N˜L ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞❡ ✷ ✪
♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♦♥ ✶ ❡t ❞❡ ✼ ✪ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♦♥ ✷✱ ❣❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r
✉♥❡ ♥❡tt❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉ N˜L ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♦♣t✐♦♥s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐❧❧✉stré ❣r❛♣❤✐✲
q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ N˜L r❡❧❛t✐✈❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M4 = N˜L ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳
❊✛❡t s✉r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ✭Rd✮
❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✸✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦♣t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs
♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ M3 = Rd✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✪✮✳
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✭✪✮
❖♣t✐♦♥ ✶ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✸✱✶✻✹ ✶✵−3 ✺✱✼
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✾✱✺✽✵ ✶✵−4 ✽✱✼
❖♣t✐♦♥ ✷ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✷✱✾✶✸ ✶✵−3 ✶✸✱✶✹
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✽✱✽✶✷ ✶✵−4 ✶✻
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M3 = Rd ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t à ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✭♦♣✲
t✐♦♥ ✷✮✱ ♦♥ ré❞✉✐t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ❞❡ ✶✸ ✪ ❡t s♦♥ é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡ ✶✻ ✪✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡r❛ ❞❡
❝❡ ❢❛✐t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ✭♦♣t✐♦♥ ✶✮✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ♠♦②❡♥✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❡ ✻ ✪ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ❡t ❞❡
✾ ✪ s♦♥ é❝❛rt✲t②♣❡✳ ▲❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M3 = Rd r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✐❧❧✉str❡♥t
❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts✳
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Option 1
Option 2
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M3 = Rd ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳
❊✛❡t s✉r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ ✭Sd✮
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✹✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦♣t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts
st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ M1 = Sd✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✪✮✳
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✭✪✮
❖♣t✐♦♥ ✶ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✷✱✼✸✼ ✶✵−3 ✽✱✼
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✾✱✺✽✵ ✶✵−4 ✶✵
❖♣t✐♦♥ ✷ ▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✷✱✺✹✸ ✶✵−3 ✶✺✱✶✹
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✽✱✻✵✹ ✶✵−4 ✶✾✱✶
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✹✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M1 = Sd ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡✱ t❛♥t ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♦♥ ✶ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♦♥ ✷✳ ❈❡tt❡
♥❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M1 = Sd r❡❧❛t✐✈❡s
à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M1 = Sd ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳
❊✛❡t s✉r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ ✭Sa✮
❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✺✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦♣t✐♦♥✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦✲
♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ M2 = Sa✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✪✮✳
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✭✪✮
❖♣t✐♦♥ ✶ ▼♦②❡♥♥❡ ✭m/s2✮ ✽✱✽✺✶ ✶✻✱✻
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭m/s2✮ ✶✱✾✾✾ ✸✵✱✽
❖♣t✐♦♥ ✷ ▼♦②❡♥♥❡ ✭m/s2✮ ✽✱✷✵ ✷✸✱✶✾
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭m/s2✮ ✶✱✺✷✼ ✹✼✱✶✽
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✺✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M2 = Sa ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ très s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡✳ ▲❡s ❣❛✐♥s ♦❜s❡r✈és s♦♥t ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ✭♦♣t✐♦♥ ✷✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M2 = Sa ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❧❡s ❞✐s♣❡rs✐♦♥s
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ♠ê♠❡ ❛♣rès
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳
▲✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❡st ❛✉❣♠❡♥té ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ✐♠♣♦sé ❧♦rs
❞❡ ❧❛ ♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ é❣❛❧❡ à ✼✵ ▼P❛ ♣♦✉r ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ✭♦♣t✐♦♥ ✷✮ s❛♥s q✉❡ ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ♥❡ s♦✐❡♥t ♠♦❞✐✜é❡s✳
✹✳✸✳✸ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ♣❛r ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡
▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡❛✉ ❡st ♥✉✐s✐❜❧❡ à ❧❛ t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❡t ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s r✐sq✉❡s
❧✐és à ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧✬ét❛t ❤②❞r✐q✉❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♥st✐t✉t✐❢s✳ ❯♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡st ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❡t ❧✬é✈❛❝✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❡❛✉① ✐♥t❡r♥❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐
❛ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ st❛❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✬é❝♦✉❧❛♥t s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✱ ❞❡s ❡❛✉① ❞❡
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s t❛❧✉s ❡t ❞❡s ❜❛ss✐♥s ✈❡rs❛♥ts ❡t ❞❡s ❡❛✉① ✐♥t❡r♥❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✮✳ ❖♥
tr♦✉✈❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ✿
✕ ❧❡s ❞r❛✐♥❛❣❡s à ❝✐❡❧ ♦✉✈❡rt✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❞❡s ❢♦ssés r❡✈êt✉s ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❜ét♦♥✱ ❞❡s ❝✉♥❡tt❡s ♦✉
❞❡s ❝❛♥✐✈❡❛✉①✱
✕ ❧❡s ❞r❛✐♥❛❣❡s ❡♥t❡rrés✱ q✉✐ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣ré❢❛❜r✐q✉és✱ ❝♦❧❧❡❝t❡✉rs ❞r❛✐♥❛♥ts ❡t ❜✉s❡s✳
■❧s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞r❛✐♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❛♣t❡r ❧❡s ❡❛✉① ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ✈❡rs ✉♥ ❡①✉t♦✐r❡✳
✶✶✷
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❢♦ssés ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳
▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡
❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❬✹✽❪✳ ◆♦✉s ❡st✐♠♦♥s ✐❝✐
q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥❝❡r♥é❡s✳ ❯♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞r❛✐♥❛❣❡
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s s❡ tr❛❞✉✐r❛ ♣❛r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❡✉rs ♠♦❞✉❧❡s
❞✬é❧❛st✐❝✐tés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡
❝❡s ♠♦❞✉❧❡s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✻ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
P❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ▼♦②❡♥♥❡ ❊❝❛rt✲t②♣❡
Y1 = hb ✵✱ ✷✻ ♠ ✵✱✶✶ ♠
❆✈❛♥t Y5 = Eb ✸✽✱✾✶ ▼P❛ ✶✶✱✷✼ ▼P❛
❞r❛✐♥❛❣❡ Y6 = Esb ✷✻✱✺✺ ▼P❛ ✶✽✱✷✼ ▼P❛
Y7 = Ef ✶✾ ▼P❛ ✺✱✽✹ ▼P❛
Y1 = hb ✵✱✷✻ ♠ ✵✱✶✶ ♠
❆♣rès Y5 = Eb ✸✽✱✾✶ ▼P❛ ✶✶✱✷✼ ▼P❛
❞r❛✐♥❛❣❡ Y6 = Esb 40 ▼P❛ 8 ▼P❛
Y7 = Ef 30 ▼P❛ 3 ▼P❛
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✻✿ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳
❊✛❡t s✉r ❧❡ N˜L
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✼ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡
❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ M4 = N˜L✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✪✮✳
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✭✪✮
▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✶✱✽✾✷ ✶✵−4 ✶✱✻
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✻✱✺✸✼ ✶✵−5 ✶✽✱✾
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✼✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M4 = N˜L ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳
✶✶✸
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ ♣❡✉ ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ N˜L✱ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♥❡
❞é♣❛ss❛♥t ♣❛s ✷ ✪✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ s✉r ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ✭✶✾ ✪✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥t ✿ ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣❛ss❡ ❞❡ ✹✷ ✪ à ✸✹ ✪✳
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡M4 = N˜L ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ N˜L ♥❡ s♦✐t ♣❛s très ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r
q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡
s♦♥ é❝❛rt✲t②♣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M4 = N˜L ✭♠✮ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳
❊✛❡t s✉r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ✭Rd✮
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✽ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ M3 = Rd✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✪✮✳
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✭✪✮
▼♦②❡♥♥❡ ✭♠✮ ✷✱✸✾✶ ✶✵−3 ✷✽✱✼✼
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭♠✮ ✻✱✷✵✼ ✶✵−4 ✹✵✱✽✻
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✽✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M3 = Rd ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✿ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ ✷✾ ✪ ❡t ❞❡ ✹✵ ✪ ♣♦✉r ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡t ❡✛❡t s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧
❛✉① ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M3 = Rd ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡
❞r❛✐♥❛❣❡✳ ❖♥ ✈♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❞r❛✐♥❛❣❡ s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳
✶✶✹
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M3 = Rd ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳
❊✛❡t s✉r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ ✭Sd✮
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✾ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡
❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ M1 = Sd✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✪✮✳
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✭✪✮
▼♦②❡♥♥❡ ✷✱✵✸✻ ✶✵−3 ✸✷✱✵✺
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✻✱✵✾✾ ✶✵−4 ✹✷✱✸✵
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✾✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M1 = Sd ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M1 = Sd ♦♥t ❞✐♠✐♥✉é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥s✐✲
❞ér❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ ♣❛ss❡ ❞❡ ✷✱✾✾✼ à ✷✱✵✸✻
♠♠ s♦✐t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✸✷ ✪✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ ✹✷ ✪✳
▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ s✉r M1 = Sd ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈✳❛✳✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M1 = Sd ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳
✶✶✺
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ M1 = Sd ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳
❊✛❡t s✉r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ ✭Sa✮
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✵ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧é✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡ M2 = Sa✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✪✮✳
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✭✪✮✮
▼♦②❡♥♥❡ ✭m/s2✮ ✽✱✸✾✼ ✷✵✱✵✾
➱❝❛rt✲t②♣❡ ✭m/s2✮ ✷✱✶✼✸ ✷✹✱✽✷
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✵✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ M2 = Sa ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❧✬❡✛❡t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞✉
❞r❛✐♥❛❣❡ s✉r ❧❛ ✈✳❛✳M2 = Sa✱ t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts q✉❡ s✉r s❛ ❧♦✐ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✽✮✳
✶✶✻
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té M2 = Sa ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❛♠✐♥é ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡
❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦❞é❧✐sé
♣❛r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛♥❛❧②sés✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ M4 = N˜L s❡♠❜❧❡ ♣❡✉ ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ✉♥❡
t❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st ❜é♥é✜q✉❡ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✐❧ ré❞✉✐t ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✈❛✐t
✉♥ ❡✛❡t s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉
❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✱ ♦♥ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛
ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ❡st t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ q✉✬✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉rr❛❣❡ ❡t✴♦✉ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✱ ❡t s✉rt♦✉t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡✳
❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❞✬❛✈❛♥❝❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s✉r
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳ ❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ s✐t❡
❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬❛✉tr❡s s✐t❡s ❥✉❣és ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❛❧✐té
q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡t ♣❛r❢♦✐s s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡s ❛✉ss✐ ré❛❧✐st❡s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
✹✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞✬✉♥ tr♦♥ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ✐♥tr♦❞✉✐t
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❖❘▼ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡
❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ βHL ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ βHL s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡
❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❘❛❝❦✇✐t③✲❋✐❡ss❧❡r✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ str❛té❣✐❡ ❋❖❘▼✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Pf ❡st ❛♣♣r♦①✐✲
♠é❡ ♣❛r Pf ≃ Φ(−βHL)✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥
st♦❝❤❛st✐q✉❡✳
✶✶✼
✹✳✹✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞♦♥♥é❡s
▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛t ❝❧✐❡♥t✲❢♦✉r♥✐ss❡✉r ❛ ❢❛✐t ❛♣✲
♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦r♠❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ré❢ér❡♥t✐❡❧s q✉❛❧✐té ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳
❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♣❧✉s ❥✉st❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s à ♣r❡♥❞r❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❡t ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱ ❞❡s s❡✉✐❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ✿
✕ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t ✭❱❘✮ à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❞❡
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t à ♣r❡♥❞r❡✱
✕ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✭❱■✮ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❞é❧❛✐ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦✉rt ♣♦✉r
q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❱❘ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❛tt❡✐♥t✱
✕ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❛❧❡rt❡s ✭❱❆✮ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠é❡ à ♠♦②❡♥
t❡r♠❡✳
❆✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ✈♦✐❡s ❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ sé❝✉r✐té✱ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡
s♦♥t à ❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❱❘ ♥❡ s♦✐t ❛tt❡✐♥t✳
▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❡✛❡❝t✉é à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛♣♣❛r❡✐❧s ❞❡ t②♣❡ ▼❛✉③✐♥✳ ▲❡s
t♦✉r♥é❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ ▼❛✉③✐♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ✈♦✐❡✳
▲❡s s❡✉✐❧s s♦♥t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦té é✈❛❧✉és ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠❡s✉r❡s ▼❛✉③✐♥✳
▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ▼❛✉③✐♥ ❛✉① ❞é❢❛✉ts ❞❡ ✈♦✐❡ s❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡
s✐❣♥❛✉①✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧t✐♦♥❡❧❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡st ❡✛❡❝t✉é
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉rr✐❡r r❛♣✐❞❡ ✭❋❋❚✮✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt s♦♥t
s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐t✉r❡ ▼❛✉③✐♥✳
P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❧✐és à ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ❡t à ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❡rs❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉
r❛✐❧✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ Rd = 6, 8 mm✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s❡r♦♥s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡ s❡✉✐❧ s♦♥t Rd = 4, 8, 10, 12 mm✳ P♦✉r
❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡s✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s s❡✉✐❧s
s✉✐✈❛♥ts ✿ Sa = 8, 10, 12, 15, 20ms−2✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞✬❛♥❛❧②s❡ s♦♥t ❞és✐❣♥és s♦✉s ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥s ✿ ❝r✐tèr❡
✶✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ❡t ❝r✐tèr❡ ✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡
❡st ❧✐é❡ à ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡✳
▲❡s ✈✳❛✳ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Y1 = hb✱ Y5 = Eb✱ Y6 = Esb ❡t Y7 = Ef ✳ ❈❡s ✈✳❛✳ s♦♥t
s✉♣♣♦sé❡s ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡s✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞♦♥♥és✱ ❡t ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡✉r
❧✐❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ✿ ❧❡ ❝❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦rré❧é ❡t ❧❡ ❝❛s ❝♦rré❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♣é❝✐✜é✳
❉♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡Y = (Y1, Y5, Y6, Y7)T ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉
✹✳✷✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ✈✳❛✳ Yi ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉
✹✳✷✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ CYi,Yj ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ✭Yi, Yj✮✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ✐ss✉❡s
❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥ s✐t✉ s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér②✳
P❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ▼♦②❡♥♥❡ ❊❝❛rt✲t②♣❡
Y1 = hb ✵✱✷✻ ♠ ✵✱✶✶ ♠
Y5 = Eb ✸✽✱✾✶ ▼P❛ ✶✶✱✷✼ ▼P❛
Y6 = Esb ✷✻✱✺✺ ▼P❛ ✶✽✱✷✼ ▼P❛
Y7 = Ef ✾✱✷✶ ▼P❛ ✺✱✽✹ ▼P❛
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✶✿ ▼♦②❡♥♥❡s ❡t é❝❛rts✲t②♣❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
✶✶✽
Y1 Y5 Y6 Y7
Y1 ✶✵✵ ✷✵ ✺✵ ✽✺
Y5 ✕ ✶✵✵ ✶✺ ✶✼
Y6 ✕ ✕ ✶✵✵ ✹✹
Y7 ✕ ✕ ✕ ✶✵✵
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✷✿ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ CYi,Yj ✭✪✮ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ✭Yi✱Yj✮✳
❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❛❞♦♣tés✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬ét❛ts ❧✐♠✐t❡s ❛ss♦❝✐é❡s F : ■❘4 →
■❘ : y → F (y) s✬é❝r✐✈❡♥t✱ ∀y ∈ ■❘4 ✿
✕ ❈r✐tèr❡ ✶ ✿ F (y) = Rd(y)−Rd✱
✕ ❈r✐tèr❡ ✷ ✿ F (y) = Sa(y)− Sa✳
♦ù y = (y1, y5, y6, y7)T ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ✭βHL✮ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Pf ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ βHL ❡st ❡✛❡❝t✉é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❘❛❝❦✇✐t③✲❋✐❡ss❧❡r✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Pf ✱ tr♦✐s ✈♦✐❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✿
✕ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❋❖❘▼ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Pf s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
Pf ≃ Φ(−βHL)
♦ù Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ré❞✉✐t❡ s✉r ■❘✱
✕ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉♣❧❛♥t ❋❖❘▼✴▼❊❋❙✱ ♦ù ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❖❘▼ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❛✲
❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✿ Pf ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ✿
Pf ≃ Φ(−βHL)✱
✕ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❜❛s❡
s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ♠❡♥és ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ st❛♥❞❛r❞✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Y
tr❛♥s❢♦r♠é✱ ✈✐❛ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❛♣♣r♦♣r✐é❡✱ ❡♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣❛✉ss✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ X à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
■❘4✳ ❊①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ U s✬é❝r✐t ✿
✕ ❈r✐tèr❡ ✶ ✿ U = Γ(X) = Rd(X)−Rd
✕ ❈r✐tèr❡ ✷ ✿ U = Γ(X) = Sa(X)− Sa
♦ù Γ ✱ Rd ❡t Sa s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ■❘4 ❞❛♥s ■❘ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
Γ = F ◦ T , Rd = Rd ◦ T , Sa = Sa ◦ T
▲✬♦❜❥❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈❛✲
❧✉❡r ❡♥ t❡r♠❡ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ tr♦✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t
❝♦♥s✐❞éré❡s ✿
✶✳ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♣❛r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛❧❧❛st✱ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❤❛✉t❡✉rs ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ✿ ✺✱
✽ ❡t ✶✵ ❝♠✱
✷✳ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❜❛❧❧❛st ❡t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ r❡t❡♥✉s✱ ❞és✐❣♥és s♦✉s ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥s ✿ ♦♣t✐♦♥ ✶ ❡t ♦♣t✐♦♥ ✷✱
✸✳ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳
✹✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❧✐❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✳❛✳ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✭Y1 =
hb✱ Y5 = Eb✱ Y6 = Esb ❡t Y7 = Ef ✮ s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❡✉① ❝❛s s♦♥t
❝♦♥s✐❞érés ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡✉r ❧✐❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ✿ ❧❡ ❝❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦rré❧é ❡t ❧❡ ❝❛s ❝♦rré❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♣é❝✐✜é❡ ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✷✮✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ s❡r❛ ❡①❛♠✐♥é❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬ét❛t ❧✐♠✐t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✶✶✾
F (y) = Rd(y)−Rd ✭✹✳✺✮
❛✈❡❝ Rd = 6, 8 mm✳
❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❞❡ tr♦✐s
❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❖❘▼✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❖❘▼ ❝♦✉♣❧é❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✭❋❖❘▼
✴▼❊❋❙✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s é❣❛❧
à 106✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✸✳
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❋❖❘▼ ❋❖❘▼ ✴ ▼❊❋❙
Pf βHL Pf βHL Pf
P❛r❛♠ètr❡s ❝♦rré❧és ✵✱✵✻✷✺ ✶✱✺✶✽✷ ✵✱✵✻✹✹ ✶✱✹✾✼✹ ✵✱✵✻✼✶
P❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧és ✵✱✵✹✺✶ ✶✱✻✺✷✻ ✵✱✵✹✾✷ ✶✱✻✺✺✽ ✵✱✵✹✽✾
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✸✿ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲❧✐♥❞ ✭βHL✮ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❛♥❛❧②sés✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ s❡♥s✐❜✐✲
❧✐té ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛✉① ❧✐❡♥s st❛t✐st✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈✳❛✳✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦rré❧és ❡t ♥♦♥ ❝♦rré❧és ❡st ❞❡ ✷✺ ✪✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡✱ ❞❛♥s
❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❧❡s ❧✐❡♥s st❛t✐st✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♥♦♥
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✳❛✳✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s
q✉❡ ❧❡s ✈✳❛✳ s♦♥t ❝♦rré❧é❡s✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s é❝❛rt r❡❧❛t✐❢s s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✼ ✪✳ ❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r t❡♠♣s ❡♥ ♣❧✉s
❞❡s é❝❛rts r❡❧❛t✐❢s ♦❜s❡r✈és✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
❋❖❘▼✴▼❊❋❙ ❡t✴♦✉ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳
❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✹ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡
♣r♦♣♦sé✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✿
✕ ❈r✐tèr❡ ✶ ✿ F (y) = Rd(y)−Rd✱
✕ ❈r✐tèr❡ ✷ ✿ F (y) = Sa(y)− Sa✳
P♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✶✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡ s❡✉✐❧ s♦♥t Rd = ✹✱ ✻✱✽✱ ✽✱ ✶✵ ❡t ✶✷ ♠♠✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝r✐tèr❡ ✷
❧❡s ✈❛❧❡✉rs s❡✉✐❧s ❞❡ Sa s♦♥t ♣r✐s❡s é❣❛❧❡s à ✽✱ ✶✵✱ ✶✷✱ ✶✺ ❡t ✷✵ ms−2✳
▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Pf s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❖❘▼✴▼❊❋❙ ❡t ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ■❧
❡st à s✐❣♥❛❧❡r ✐❝✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✱ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛ été ♣rêté❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ s♦♥t
❢❛✐❜❧❡s✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à 108✳
✶✷✵
❋❖❘▼ ✴ ▼❊❋❙ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❊❝❛rt r❡❧❛t✐❢ Pf
s❡✉✐❧ βHL Pf Pf ✭✪✮
✹ ✵✱✼✾✶✽✵ ✵✱✶✽✸✼✻ ✵✱✶✽✼✾✸✻ ✷✱✷✷
✻✱✽ ✶✱✹✾✼✹ ✵✱✵✻✼✶ ✵✱✵✻✷✺ ✹✱✷✽
❝r✐tèr❡ ✶ ✽ ✷✱✼✼✾✵ ✵✱✵✵✷✼✷✻✸✽ ✵✱✵✵✷✻✸✶✺✽✹ ✸✱✻✵
✶✵ ✸✱✸✺✵✼ ✵✱✵✵✵✹✶ ✵✱✵✵✵✸✾✷✼✻✸ ✹✱✸✽
✶✷ ✸✱✽✵✵✼ ✵✱✵✵✵✵✻ ✵✱✵✵✵✵✻✹✽✽ ✼✱✺✷
✽ ✵✱✹✸✻✾ ✵✱✸✸✶✵✾✶✾✻ ✵✱✸✷✸✸✸ ✷✱✹✵
✶✵ ✵✱✼✾✽✵✹ ✵✱✷✶✷✹✷✸✺✼ ✵✱✷✵✶✷✾ ✺✱✺✸
❝r✐tèr❡ ✷ ✶✷ ✶✱✹✸✻✾ ✵✱✵✼✺✸✼✷✺ ✵✱✵✼✻✷✸✸ ✶✱✶✷
✶✺ ✷✱✵✸✸✻ ✵✱✵✷✵✾✾✺✾ ✵✱✵✷✶✶✷✸ ✵✱✻✵
✷✵ ✷✱✻✹✽✺ ✵✱✵✵✹✵✹✷✺✸ ✵✱✵✵✸✾✾✺✶✷ ✶✱✶✽
✷✺ ✸✱✹✶✻✷ ✵✱✵✵✵✸✶✼✺✻ ✵✱✵✵✵✷✽✼✺✺✾ ✶✵✱✹✸
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✹✿ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ✭βHL✮ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Pf ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❛♥❛❧②sés✳
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Pf ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❋❖❘▼✴▼❊❋❙ ❡t ♣❛r s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❛ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡
à ❝r♦îtr❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳
❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✾ ❡t ✹✳✷✵ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Pf ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s s❡✉✐❧s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝r✐tèr❡ F (y) = Rd(y)−Rd
❡t F (y) = Sa(y)− Sa r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✶✳
✶✷✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✷✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧
❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❛ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s s❡✉✐❧s ♠❛①✐♠❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✜①és✳ ❈❡ s❡✉✐❧ ♣❡✉t ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✜①é❡ ✭✺ ✪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱ ❡♥ t❡r♠❡s ✜❛❜✐❧✐st❡s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥
s❡r❛ ré❛❧✐sé❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❈r✐tèr❡ ✶ ✿ F (y) = Rd(y)−Rd✱ ❛✈❡❝ Rd = 6, 8 mm✳
✕ ❈r✐tèr❡ ✷ ✿ F (y) = Sa(y)− Sa✱ ❛✈❡❝ Sa = 12 ms−2✳
✹✳✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦✉✲
♣❧❛❣❡ ❋❖❘▼✴▼❊❋❙ ❡t ♣❛r ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✺✳
❋❖❘▼ ✴ ▼❊❋❙ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
βHL Pf ❘é❞✉❝t✐♦♥ Pf ❘é❞✉❝t✐♦♥
➱t❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✶✱✹✾✼✹ ✵✱✵✻✼✶ ✵✱✵✻✷✺
❈r✐tèr❡ ✶ ❘❡❧❡✈❛❣❡ ✺ ❝♠ ✶✱✺✶✷✼ ✵✱✵✻✺✷ ✷✱✽✸ ✵✱✵✻✶✹ ✶✱✼✻
❘❡❧❡✈❛❣❡ ✽ ❝♠ ✶✱✺✷✽✻ ✵✱✵✻✸✷ ✺✱✽✶ ✵✱✵✺✾✸ ✺✱✶✷
❘❡❧❡✈❛❣❡ ✶✵ ❝♠ ✶✱✺✹✽✼ ✵✱✵✻✵✼ ✾✱✹✻ ✵✱✵✺✼✸ ✽✱✸✷
➱t❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✶✱✹✸✻✾ ✵✱✵✼✺✸ ✵✱✵✼✻✷
❈r✐tèr❡ ✷ ❘❡❧❡✈❛❣❡ ✺ ❝♠ ✶✱✼✼✹✻ ✵✱✵✸✼✾ ✹✾✱✻✻ ✵✱✵✸✽✷ ✹✾✱✽✻
❘❡❧❡✈❛❣❡ ✽ ❝♠ ✶✱✽✷✾✽ ✵✱✵✸✸✻ ✺✺✱✸✼ ✵✱✵✸✶✾ ✺✽✱✶✸
❘❡❧❡✈❛❣❡ ✶✵ ❝♠ ✷✱✵✶✾✷ ✵✱✵✷✶✼ ✼✶✱✶✽ ✵✱✵✷✵✺ ✼✸✱✵✾
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✺✿ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ✭βHL✮ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Pf ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❛♥❛❧②sés✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✶ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❢❛✐❜❧❡ ✭✵✱✵✻✼✶✮ ♠❛✐s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❡ ✷✱✽✸ ✪ à ✺ ❝♠ ❡t
❞❡ ✾✱✹✻ ✪ à ✶✵ ❝♠ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ r❡t❡♥✉
✶✷✷
✐❝✐ ❡st ❧✐é à ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ r❛✐❧✳ ❖r✱ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st✱ ♠♦❞✐✜é❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡✳ ❈❡ ❣❛✐♥ ❡st ❛✉ss✐ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦ût ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✷✱ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞✐♠✐♥✉❡r ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✿ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣rès ❞❡ ✼✸ ✪
♣♦✉r ✉♥ r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ✶✵ ❝♠✳
▲❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✶ ❡t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✷ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶ ❡t ✹✳✷✷✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ ❡st ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ q✉❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉
❝r✐tèr❡ ✶✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉
❝r✐tèr❡ ✷✳
✶✷✸
✹✳✹✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r
❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❋❖❘▼✴▼❊❋❙ ❡t ♣❛r ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❡t ❝❤❛q✉❡ ♦♣t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✻✳
❋❖❘▼ ✴ ▼❊❋❙ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
βHL Pf ❘é❞✉❝t✐♦♥ Pf ❘é❞✉❝t✐♦♥
➱t❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✶✱✹✾✼✹ ✵✱✵✻✼✶ ✵✱✵✻✷✺
❈r✐tèr❡ ✶ ❖♣t✐♦♥ ✶ ✶✱✻✹✶✼ ✵✱✵✺✵✸✻ ✷✹✱✾✹ ✵✱✵✺✷✷ ✶✻✱✶✹
❖♣t✐♦♥ ✷ ✶✱✽✼✶✼ ✵✱✵✸✵✻✺ ✺✹✱✸✷ ✵✱✵✸✹✶ ✹✺✱✹✹
➱t❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✶✱✹✸✻✾ ✵✱✵✼✺✸ ✵✱✵✼✻✷
❈r✐tèr❡ ✷ ❖♣t✐♦♥ ✶ ✶✱✻✸✾ ✵✱✵✺✵✻ ✸✷✱✽✵ ✵✱✵✹✻✻ ✸✽✱✽✹
❖♣t✐♦♥ ✷ ✶✱✾✺✺ ✵✱✵✷✺✷✾ ✻✻✱✹✶ ✵✱✵✶✾✸ ✼✹✱✻✼
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✻✿ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ✭βHL✮ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❛♥❛❧②sés✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❛❝❝♦♠✲
♣❛❣♥é ❞✬✉♥ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r
❧❡ ❝r✐tèr❡ ✶✱ ❧✐é❡ à ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧✱ ❞❡ ✷✺ ✪ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡
❡t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✺✵ ✪ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭♦♣t✐♦♥ ✷✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ s♦♥t ré❞✉✐t❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝r✐tèr❡ ✷✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û
❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ ❡st ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
❉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ❜é♥é✜q✉❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ✜❛❜✐❧✐st❡✱ ♣♦✉r ❧❛
t❡♥✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❛♥❛❧②sé✱ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳
✹✳✹✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❞r❛✐♥❛❣❡
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❞r❛✐♥❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❋❖❘▼✴▼❊❋❙
❡t ♣❛r ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞✬❛♥❛❧②s❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✼✳
❋❖❘▼ ✴ ▼❊❋❙ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
βHL Pf ❘é❞✉❝t✐♦♥ Pf ❘é❞✉❝t✐♦♥
➱t❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✶✱✹✾✼✹ ✵✱✵✻✼✶ ✵✱✵✻✷✺
❈r✐tèr❡ ✶ ❆♣rès ❞r❛✐♥❛❣❡ ✷✱✽✻✺✼ ✵✱✵✵✷✶ ✾✻✱✽✼ ✵✱✵✵✶✽ ✾✼✱✶✷
➱t❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✶✱✹✸✻✾ ✵✱✵✼✺✸ ✵✱✵✼✻✷
❈r✐tèr❡ ✷ ❆♣rès ❞r❛✐♥❛❣❡ ✷✱✼✻✾✾ ✵✱✵✵✷✽ ✾✻✱✷✽ ✵✱✵✵✷✸ ✾✻✱✸✷
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✼✿ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❍❛s♦❢❡r✲▲✐♥❞ ✭βHL✮ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❛♥❛❧②sés✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✱
♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✾✻ ✪✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s s❡✉✐❧s
✜①és ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❡st é✈✐❞❡♥t✳ ■❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s ♣❧✉s
✐♥✢✉❡♥ts s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳
✹✳✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡♥ t❡r♠❡s ✜❛❜✐❧✐st❡s✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ tr♦✐s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳
✶✷✹
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♣❛r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛❧❧❛st ✿ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré tr♦✐s ❤❛✉t❡✉rs ❞❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ✿ ✺✱ ✽ ❡t ✶✵ ❝♠✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛✉ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❣❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣♦s❡✳ ❊♥✜♥ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ❛ été
❡①❛♠✐♥é❡✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠é❝❛♥♦✲♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ tr♦♥ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥
❛♥❛❧②s❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs s❡✉✐❧s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡
❝r✐tèr❡ ❧✐é ❛✉ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s
✜①é ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ré❣❧❡♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❝♦♥s✐❞éré✱ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ s✉r ❧❛ t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞✉ s❡✉✐❧ ❧✐é❡s à ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s à ❝❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛✐❧ ✿ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ s♦♥t
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✷ ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✶✳
✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐✲
❞❡♥❝❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❛ ❝♦♥s✐sté ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s à ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐✲
❧✐té ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s ❡♥s✉✐t❡✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r
❧✬❛♣♣♦rt ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ r❡❧❡✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♣❛r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛❧❧❛st✱ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❜❛❧❧❛st ❡t ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ s✐♠✉❧❛♥t
❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♠♦♥tré ✉♥ ❣r❛♥❞ ❛♣♣♦rt ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs
t②♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t s✉rt♦✉t ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ❡st ♣❧✉s ❜é♥é✜q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ✜①❡r ❞❡s s❡✉✐❧s ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡✳
✶✷✺
❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ●❊◆❊❘❆▲❊ ✫
P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙
▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❡ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ■♥♥♦tr❛❝❦ ❞♦♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ét❛✐t ❞❡
♣r♦♣♦s❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝②❝❧❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ ✸✵ ✪✳ ❖r ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢
♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✱ q✉❡ ❝❡
s♦✐t ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❛ s✉♣❡rstr✉❝t✉r❡ ✭r❛✐❧✱ tr❛✈❡rs❡s✱✳✳✳✮ ♦✉ ♣♦✉r ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠é❡
♣❛r ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✬❛ss✐s❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✱ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s
❞é❢❛✉ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ s♦♥t ♣❛r❢♦✐s ♣❡✉ ❡✣❝❛❝❡s ♦✉ ♦♥t ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✉ré❡ ❧✐♠✐té❡✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✱ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té q✉✐ ❛✛❡❝t❡ ❧❡s ✈♦✐❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉①
é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ▲❡ r❡❝♦✉rs ❛✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❧✐♠❡♥tés ♣❛r
❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡✢ét❛♥t ❧❛ ré❛❧✐té ❞✉ t❡rr❛✐♥ s✬❡st ❛❧♦rs ✐♠♣♦sé✳
❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭▼❊❋❙✮ ❛ été ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
str✉❝t✉r❛❧ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ tr♦♥ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❜❛❧❧❛sté❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ét❛✐t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛
s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✬❡♥tré❡✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ t❡rr❛✐♥ s❡r✈❡♥t à ❛❧✐♠❡♥t❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠é❝❛♥♦✲♥✉♠ér✐q✉❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ tr♦♥ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛
✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ❝❛s ❞✉
s✐t❡ ❞❡ ❈❤❛♠❜ér② ♦ù ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ■♥♥♦tr❛❝❦✳
❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣é♥étr♦♠étr✐q✉❡s ♣❛r P❛♥❞❛ ❡t ❣é♦✲❡♥❞♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s
é♣❛✐ss❡✉rs ❡t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ tr♦♥ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❈❛st✸▼✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❝é❞é à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ❡t ❞❡ ❙❛✉✈❛❣❡ ❡t s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é✢❡❝t✐♦♥ à ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s
t❡sts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥t ❞♦♥♥é s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ st❛t✐q✉❡ ♦✉ ❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊❋✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭▼❊❋❙✮ ❞❡st✐♥é❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛✲
t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ré♣♦♥s❡ ♦✉ ❞❡ t♦✉t❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✐é❡ à ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
q✉✐ ❡♥t❛❝❤❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❋✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣r♦✉✈é ❞❡
✶✷✻
❣r❛♥❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣♦✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ✜❛❜✐❧✐st❡s✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐❢ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦✉✈r❡
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❀ ❞❡s
♣✐st❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❙tr♦✉❞ ❬✷✵❪ ♦✉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❝r❡✉① ✭s♣❛rs❡ ❣r✐❞✮ ❬✶✹❪✳
▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠é❝❛♥♦✲♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡
♦♥t ♣❡r♠✐s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ✿ r❡❧❡✲
✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ♣❛r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛❧❧❛st✱ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❜❛❧❧❛st
❡t ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ s✐♠✉❧❛♥t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡✳ ❈❡tt❡
❛♥❛❧②s❡ ❛ ♠♦♥tré ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛♣♣♦rt ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs t②♣❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t s✉rt♦✉t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❜é♥é✜q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬ét✉❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡
t♦✉t❡❢♦✐s ❛❞❛♣té à ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ♦✉ s✐t❡ ❛♥❛❧②sé✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts r❡st❡♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r ❛✜♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ r♦❜✉st❡✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✉♥ ❡✛♦rt ❞♦✐t êtr❡ ♣♦rté s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ♠✐❡✉①
❛❞❛♣té ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧s ❛✈❡❝ ❞❡s ❧♦✐s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ▼♦❤r✲❈♦✉❧♦♠❜ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡
t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❛ ♣❛s été t❡sté ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐ ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈❛st✸▼ ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞✉ ♣é♥étr♦♠ètr❡ P❛♥❞❛ ✭P❛♥❞❛✸✮✱ ✐❧ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s r✐❝❤❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❬✶✷❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊❋ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡✉❧ér✐❡♥♥❡s ❬✾✺❪✱ t❡sté❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✸❉ ♦♥t
été ré❛❧✐sé❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♠❛✐s ♥✬♦♥t ♣❛s été ✐♥té❣ré ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❢❛✉t❡ ❞❡ t❡♠♣s✳
❊❧❧❡s ♦♥t ♠♦♥tré ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧♦♥❣ t❡r♠❡
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝②❝❧✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❈❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❞✬❛✉tr❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❧✐és ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ t❛ss❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱
❝❡ q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝❤❛♠♣s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡ s❡ ♣♦s❡r❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡t s✉rt♦✉t✱ ❧✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣❛r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s
❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥ s✐t✉✳
✶✷✼
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❆❧❜r❡❝❤t ❆✳✱ ❊t✉❞❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✱ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ s♦✉s ❈❊❙❆❘✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ st❛❣❡✱ ❙◆❈❋✱ ✷✵✵✺✳
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❬✸❪ ❆❧ ❙❤❛❡r ❆✳✱ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡r♠❛♥❛♥t❡s ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s ❜❛❧❧❛sté❡s ✲ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬❊◆P❈✱ ✷✵✵✺✳
❬✹❪ ❆r❜❛♦✉✐ ❍✳✱ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛❜✐❧✐té ❞❡ s♦❧ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣é♥étr♦♠ètr❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t
❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧ ✲ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❞ ■■✱ ✷✵✵✺✳
❬✺❪ ❆✉ ❙✳❑✳✱ ❇❡❝❦ ❏✳▲✳✱ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❡s ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜② s✉❜s❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✻✱ ♣♣✳ ✷✻✸✲✷✼✼✱ ✷✵✵✶✳
❬✻❪ ❆✉ ❙✳❑✳ ✱ ❇❡❝❦ ❏✳▲✳✱ ❆ ♥❡✇ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
❙tr✉❝t✉r❛❧ ❙❛❢❡t②✱✷✶ ✿ ✶✸✺✲✶✺✽✱ ✶✾✾✾✳
❬✼❪ ❆✉✈✐♥❡t ●✳✱ ●❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ●❡♥❡r❛❧ r❡♣♦rt✱ ❙❡ss✐♦♥ ❇✲✷✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ s✐①t❤ ■❈❆❙P ✐♥
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❬✶✶❪ ❇❛r♦t❤ ❏✳✱ ❇r❡ss♦❧❡tt❡ P✳✱ ❈❤❛✉✈✐èr❡ ❈✳✱ ❋♦❣❧✐ ▼✳✱ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❙❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣♦✲
❧②♥♦♠✐❛❧s ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❈♦♠♣✉t❡r
▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✷✵✵✼ ❀ ✶✾✻ ✿ ✹✹✶✾✲✹✹✷✾✳
❬✶✷❪ ❇❡♥③ ▼✳❆✳✱ ▼❡s✉r❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧♦rs ❞✉ ❜❛tt❛❣❡ ❞✉ ♣é♥étr♦♠ètr❡ P❛♥❞❛ ✷✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧✱ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❡rr❛♥❞ ■■✱ ✷✵✵✾✳
❬✶✸❪ ❇❡r❣❣r❡♥ ❊✳✱ ❉②♥❛♠✐❝ ❚r❛❝❦ ❙t✐✛♥❡ss ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❆ ◆❡✇ ❚♦♦❧ ❢♦r ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢
❚r❛❝❦ ❙✉❜str✉❝t✉r❡✳ ❑❚❍ ❊♥❣❡♥❡❡r✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡ P❤✳ ❉✳ ❘♦②❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❙t♦❝❦❤♦❧♠✳
❬✶✹❪ ❇❧❛t♠❛♥ ●✳✱ ❙✉❞r❡t ❇✳✱ ❙♣❛rs❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts
✉s✐♥❣ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❈ ❘ ▼é❝ ✸✸✻ ✭✻✮ ✭✷✵✵✽✮✱ ♣♣✳ ✺✶✽ ✲ ✺✷✸✳
❬✶✺❪ ❇♦❞✐♥ ❱✳✱ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❜❛❧❧❛st ❞❡s ✈♦✐❡s ❢❡rré❡s s♦✉♠✐s❡s à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧✳
❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬❊◆P❈✱ ✷✵✵✶✳
❬✶✻❪ ❇♦♥❣✐♥✐ ❊✳✱ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❉②♥❛✈♦✐❡ ✶✳✶✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ st❛❣❡✱ ❙◆❈❋✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✹✳
❬✶✼❪ ❇♦✉t❡t ▼✳✱ P✐❡rr❡ P✳ ❡t ❉♦ré ●✳✱ ❊❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣é♥étr♦♠ètr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ●r♦✉♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞❡s ❝❤❛✉ssé❡s
✲ ❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ❣é♥✐❡ ❝✐✈✐❧ ✲ ❋❛❝✉❧té ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❡t ❞❡ ❣é♥✐❡ ❯♥✐✈❡rs✐té ▲❛✈❛❧✳ ❘❛♣♣♦rt ré❛❧✐sé
♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♠✐♥✐stèr❡ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rts✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❆♦ût ✷✵✵✼
❬✶✽❪ ❇r❡✐t✉♥❣ ❑✳✱ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♥♦r♠❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛✲
♥✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✶✵✱ ♣♣✳ ✸✺✼ ✲ ✸✻✻✱ ✶✾✽✹✳
✶✷✽
❬✶✾❪ ❇r❡ss♦❧❡tt❡ P✳✱ ❋♦❣❧✐ ▼✳✱ ❈❤❛✉✈✐èr❡ ❈✳✱ ❆ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐✲
❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ Pr♦❜ ❊♥❣ ▼❡❝❤✳ ❉♦✐ ✿✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳♣r♦❜❡♥❣♠❡❝❤✳✷✵✶✵✳✵✶✳✵✵✷✳
❬✷✵❪ ❇r❡ss♦❧❡tt❡ P❤✳✱ ❈❤❛✉✈✐èr❡ ❈✳✱ ❇❛r♦t❤ ❏✳✱ ❋♦❣❧✐ ▼✳✱ ❍✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r
❡✣❝✐❡♥t ❙❋❊ ♠❡t❤♦❞s✳ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✱
■❈❆❙P✶✵✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚♦❦②♦ ✭❏❛♣❛♥✮✱ ❈❉❘♦♠ ✭✽♣✳✮✱ ❏✉❧② ✸✶✲❆✉❣✉st ✸✱ ✷✵✵✼✳
❬✷✶❪ ❇r❡✉❧ P✳✱ ❇❛❝❝♦♥♥❡t ❈✳ ❡t ◆✐❝♦s✐❛ ❏✳✱ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❞✉ ❜❛❧❧❛st ❡♥ ✈♦✐❡ ✿ ❊t✉❞❡ ❣é♦st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥ ✈✉❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ▲✐❣♥❡ ❚●❱ ▲◆✶ ✲ P❑ ✽✷✳✵✵✵✴P❑ ✽✽✳✵✵✵✳ ❘❛♣♣♦rt
❞✬ét✉❞❡ ❈❯❙❚✱ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❡rr❛♥❞ ■■✱ ✷✵✵✽
❬✷✷❪ ❇r❡✉❧ P✳✱ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡♥❞♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❣r❛♥✉❧❛✐r❡s ❝♦✉♣❧é❡ à ❧✬❡ss❛✐ ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥✳
❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧ ✲ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❡rr❛♥❞ ■■✱ ✶✾✾✾✳
❬✷✸❪ ❈❛s❛❣r❛♥❞❡ ❆✳✱ ❘♦❧❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r✐s❦ ✐♥ ❡❛rt❤✇♦r❦ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❆❙❈❊✱ ❏❧ ♦❢
❙▼❋❉✱ ✈♦❧ ♥ ❙▼✹ ❀ ✶✾✻✺✳
❬✷✹❪ ❈❛st✸▼✱ ❝♦❞❡ ❊❋✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝❛st✸♠✳❝❡❛✳❢r✳
❬✷✺❪ ❈❡♥❛❝ ❋✳✱ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ st❛❣❡✱ ❙◆❈❋✱ ✷✵✵✺✳
❬✷✻❪ ❈❤❛✐❣♥❡❛✉ ▲✳✱ ❇❛❝❝♦♥♥❡t ❈✳✱ ●♦✉r✈ès ❘✳✱ P❡♥❡tr❛t✐♦♥ t❡st ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❣❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❢♦r ❝♦♠♣❛❝t✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❣❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ●❡♦❡♥❣
✷✵✵✵✳
❬✷✼❪ ❈❤❛r❜♦♥♥✐❡r ❆✳✱ ➱t✉❞❡ ♣❛r❛♠❡tr✐q✉❡ ✧✈♦✐❡ ✐♥♥♦✈❛♥t❡✧ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ✈♦✐❡ s✉r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈❊❙❆❘✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ ✜♥ ❞✬ét✉❞❡s ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ ❞❡ P❛r✐s✱ ✷✵✵✺✳
❬✷✽❪ ❉❡❤❡❡❣❡r ❋✳✱ ▲❡♠❛✐r❡ ▼✳✱ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ❢♦r ❊✣❝✐❡♥t ❙✉❜s❡t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✿ ❙▼❆❘❚
▼❡t❤♦❞✳ Pr♦❝✳ ✶✵t❤ ■♥t✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙t❛t✳ ❛♥❞ Pr♦❜✳ ■♥ ❈✐✈✐❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ■❈❆❙P ✶✵✱
❚♦❦②♦✱ ✷✵✵✼✳
❬✷✾❪ ❉❡r ▼❡❣r❡❞✐t❝❤✐❛♥ ●✳✱ ❯♥ t❡st ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✉♥✐❧❛tér❛❧ ❞❡ r✉♣t✉r❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ✑❦✑
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❘❡✈✉❡ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ t♦♠❡ ✸✹✱ ♥o ✶✱ ♣✳✹✺✲✻✵✱ ✶✾✽✻✳
❬✸✵❪ ❉❡♣❧❛❣♥❡ ❋✳✱ ❇❛❝❝♦♥♥❡t ❈✳✱ ❆♥❛❧②s❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ s✉r ✉♥❡
❞✐❣✉❡s ❡♥ ❛r❣✐❧❡ ●❘❊❈❖ ●❊❖✲▼❆❚❊❘■❆❯❳✱ ♣♣ ✼✶✸✲✼✶✼✱ ✶✾✾✷✳
❬✸✶❪ ❉✐t❧❡✈s❡♥ ❖✳✱ ▼❛❞s❡♥ ❍✳❖✳✱ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ▼❡t❤♦❞s✳ ❲✐❧❡②✱ ✶✾✾✻✳
❬✸✷❪ ❉r♦❡s❜❡❦❡✳ ❏✲❏✳✱ ❊❧é♠❡♥ts ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❊❧❧✐♣s❡ ▼❛r❦❡t✐♥❣✳
❬✸✸❪ ❉✉❜♦st ❏✳✱ ❉❡♥✐s ❆✳✱ ❇r❡②ss❡ ❉✳ ❡t ❈❤❛♥s♦♥ ▼✳✱ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞és♦r❞r❡s ❛✛❡❝t❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡
❢❡rr♦✈✐❛r❡✳ ❛♣♣r♦❝❤❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❆❝t❡s ❞❡s ✷✹mes r❡♥❝♦♥tr❡s ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡s ❞❡ ❣é♥✐❡
❝✐✈✐❧✱ ▲❛ ●r❛♥❞❡ ▼♦tt❡✱ ✷✵✵✻✳
❬✸✹❪ ❊❧❛s❦❛r ❆✳✱ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♣❧❛t❡s✲
❢♦r♠❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s✳ ❈❯❙❚✱ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❡rr❛♥❞✱ ✷✵✵✻✳
❬✸✺❪ ❊❧❦❛t❡❜ ❚✳✱ ❈❤❛❧❛t✉r♥②❦ ❘✳ ❡t ❘♦❜❡rts♦♥ P❑✳✱ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s♦✐❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ♦♥ ❣❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ●❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✹✵✱ ♣♣ ✶✲✹✵ ❀
✷✵✵✸✳
❬✸✻❪ ❊✇✐♥s ❉✳❏✳✱ ▼♦❞❡❧ t❡st✐♥❣ ✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❘❡s❡❛r❝❤ st✉❞✐❡s Pr❡ss ❧t❞✱ ❚❛✉♥t♦♥✱ ❙♦♠❡rs❡t
✭❘✳❯✮ ✶✾✽✹✳
❬✸✼❪ ❋❛rs❤❛❞ ❆✳✱ P♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❝♦♥❡ ♣❡♥❡tr♦♠❡t❡r ✐♥ ▼❉❖❚ ♣❛✈❡♠❡♥t
❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❏❛❝❦s♦♥ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳ ❏❛❝❦s♦♥✱ ▼✐ss✐ss✐♣♣✐✱ ✷✵✵✸✳
❬✸✽❪ ❋✐s❤♠❛♥ ●✳❙✳✱ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✿ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✻✳
❬✸✾❪ ●❛s❝✉❡❧✲❖❞❡✉① ❈✳✱ ❱❛r✐❛❜✐❧✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❤②❞r✐q✉❡s ❞✉ s♦❧✱ ♠ét❤♦❞❡s ❡t rés✉❧t❛ts ❀ ❝❛s
❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ r❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❆❣r♦♥♦♠✐❡✱✼✭✶✮✱ ♣♣ ✻✶✲✼✶✳
❬✹✵❪ ●❛✉t✐❡r P✲❊✳✱ Pr♦❜❧è♠❡s ❛❝t✉❡❧s ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ✿ ✈❡rs ❧✬♦♠♥✐♣rés❡♥❝❡
❞✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞✉ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ✾me ❝♦❧❧♦q✉❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ●✐❡♥s ✷✵✵✾✳
✶✷✾
❬✹✶❪ ●❤❛♥❡♠ ❘✳✱ ❙♣❛♥♦s P✳❉✳✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ✿ ❆ ❙♣❡❝tr❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
✶✾✾✶✳
❬✹✷❪ ●♦✉r✈ès ❘✳ ✫ ❇❛r❥♦t✱ ❘✳✱ ❚❤❡ P❆◆❉❆ ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❞②♥❛♠✐❝ ♣❡♥❡tr♦♠❡t❡r✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❳■
❊❈❙▼❋❊✱ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥✱ ♣ ✽✸✲✽✽✳ ✷✽ ▼❛②✲ ✶ ❏✉♥❡ ✶✾✾✺✳
❬✹✸❪ ●✉✐❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♠❜❧❛✐s ❡t ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭❢❛s❝✐❝✉❧❡s ✶ ❡t ✷✮✱
❙❊❚❘❆✲▲❈P❈✱ ✶✾✾✷✳
❬✹✹❪ ❍❛s♦❢❡r ❆✳▼✳✱ ▲✐♥❞ ▼✳❈✳✱ ❆♥ ❡①❛❝t ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✜rst ♦r❞❡r r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠❛t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✵✵✱ ♣♣✳ ✶✶✶✲✶✷✶✱ ✶✾✼✹✳
❬✹✺❪ ❍❡✐r❜❛✉t ❊✳✱ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ st❛❣❡✱ ❙◆❈❋✱ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✼✳
❬✹✻❪ ❋✐❡ss❧❡r ❇✳✱ ◆❡✉♠❛♥ ❍✳❏✳✱ ❘❛❝❦✇✐t③ ❘✳✱ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❧✐♠✐t st❛t❡s ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❊♥❣♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✵✺✱ ♣♣✳ ✻✻✶✲✻✼✽✱ ✶✾✼✾✳
❬✹✼❪ ❍♦❤❡♥❜✐❝❤❧❡r ▼✳✱ ●♦❧❞✇✐t③❡r ❙✳✱ ❑r✉s❡ ❲✳✱ ❘❛❝❦✇✐t③ ❘✳✱ ◆❡✇ ❧✐❣❤t ♦♥ ✜rst ✲❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲ ♦r❞❡r
r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♠❡t❤♦❞s✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❙❛❢❡t②✱ ❱♦❧✳ ✹✱ ♣♣✳ ✷✻✼ ✲ ✷✽✹✱ ✶✾✽✼✳
❬✹✽❪ ❍♦ss❡✐♥❣❤♦❧✐❛♥ ▼✳✱ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛✉s❝✉❧t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ✈♦✐❡s
❢❡rré❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛❡♥✱ ✷✵✵✼✳
❬✹✾❪ ❍♦ss❡✐♥❣❤♦❧✐❛♥ ▼✳✱ ❋r♦✉♠❡♥t✐♥ ▼✳✱ ▲❡✈❛❝❤❡r ❉✳✱ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ tr❛❝❦ st✐✛♥❡ss ✲
❆ ♥❡✇ t♦♦❧ ❢♦r ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❛✐❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ❲♦r❧❞ ❆♣♣❧✐❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ✻✱ PP✳ ✺✼✾✲✺✽✾✱
✷✵✵✾✳
❬✺✵❪ ❍♦✉② ▲✳✱ ❱❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦❧s ❡t r✐sq✉❡s ❧✐és à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦❧✲♦✉✈r❛❣❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉① ■✱ ✷✵✵✺✳
❬✺✶❪ ■♦♦ss❡ ❇✳✱ ❱❛♥ ❉r♦♣❡ ❋✳ ✫ ❉❡✈✐❝t♦r ◆✳✱ ❘❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞♦s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❙❛❢❡t② ✾✶✱ ✷✵✵✻✱ ✶✷✹✶✲✶✷✺✶✳
❬✺✷❪ ❏❛❝q✉❡s ❏✳✱ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❚❤ès❡
❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❏♦s❡♣❤ ❋♦✉r✐❡r✱ ✷✵✵✺✳
❬✺✸❪ ❏❛✐s✇❛❧ ❖❘✳✱ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❛✐❧✇❛② tr❛❝❦s✳ ❘❡❝❡♥t ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❙tr✉❝✲
t✉r❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❏❛❣❛❞✐s❤ ✫ ■②❡♥❣❛r ❊❞s✳✱ ❖r✐❡♥t ❇❧❛❝❦s✇❛♥ ❀ ✷✵✵✺✳
❬✺✹❪ ▲❡❜❛rt ▲✳✱ ▼♦r✐♥❡❛✉ ❆✳ ❡t ❋é♥❡❧♦♥ ❏P✳✱ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✲ ♠ét❤♦❞❡s ❡t ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s✳ ❉✉♥♦❞✱ 2e é❞✐t✐♦♥ ✶✾✽✷✳
❬✺✺❪ ▲❡♠❛✐r❡ ▼✳✱ ❋✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❙tr✉❝t✉r❡s ✲ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ▼é❝❛♥♦✲❋✐❛❜✐❧✐st❡ ❙t❛t✐q✉❡✳ ❍❡r♠ès ❙❝✐❡♥❝❡ P✉✲
❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆✳ ❈❤❛t❡❛✉♥❡✉❢ ❡t ❏✳❈✳ ▼✐tt❡❛✉✳ ✷✵✵✺✳
❬✺✻❪ ▲❡♠❛✐r❡ ▼✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ✲ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❣❡♥✐❡✉r✱ ❇▼ ✺ ✵✵✹✱ ✷✵✵✽✳
❬✺✼❪ ▲✐✈♥❡❤ ▼✳✱ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✐♥ s✐t✉ t❡st
♦✉t♣✉ts✳ ❋❆❆ ❲♦r❧❞✇✐❞❡ ❆✐r♣♦rt ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❚r❛♥s❢❡r ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❆t❧❛♥t✐❝ ❈✐t②✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ❆✈r✐❧
✷✵✵✼✳
❬✺✽❪ ▲✐✈r❡ ❜❧❛♥❝ ❞❡ ❧✬❯♥✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ s✉r ❧❡s tr❛♥s♣♦rts✱ ❤tt♣ ✿✴✴❡✉✲
r♦♣❛✳❡✉✳✐♥t✴❝♦♠♠✴❡♥❡r❣②❴tr❛♥s♣♦rt✴❡♥✴❧❜❴❡♥✳❤t♠❧✳
❬✺✾❪ ▲✐✈r❡t ✺✳✶✷✱ ❈❛❤✐❡r ❞❡s ♣rés❝r✐♣t✐♦♥s ❝♦♠♠✉♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❛✉① ♠❛r❝❤és ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞✬✐♥❢r❛str✉❝✲
t✉r❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s✳ ❋❛s❝✐❝✉❧❡ ■■ ✿ ❣r❛♥❞s t❡rr❛ss❡♠❡♥ts✳ ❢é✈r✐❡r ✷✵✵✻✳
❬✻✵❪ ▲ó♣❡③ P✐t❛ ❆✳✱ ❚❡✐①❡✐r❛ P✳❋✳ ✫ ❘♦❜✉sté ❋✳✱ ❍✐❣❤ ❙♣❡❡❞ tr❛❝❦ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ✿ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ P❛rt ❋✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❘❛✐❧ ❛♥❞ ❘❛♣✐❞ ❚r❛♥s✐t✱ ✈♦❧✳ ✷✶✽✱ ✐ss✉❡ ✶✱ ✷✵✵✹✳ ♣♣✳✸✶✲✹✵✳ ■❙❙◆ ✿ ✵✾✺✹✲✹✵✾✼✳
❬✻✶❪ ▲✉♠❜ P✳✱ ❙♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦✐❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ Pr♦❝✳ ✷♥❞ ■❈❆❙P✱ ❆❛❝❤❡♥✱ ✶✾✼✺✱ ✸✼✾✲✹✷✷✳
❬✻✷❪ ▲✉♠❜ P✳✱ ❱❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ s♦✐❧s✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ●❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✈♦❧ ✸✱ ♥ ✷✱ ✼✹✲✾✼✳
❬✻✸❪ ▲✉♥♥❡ ❚✳✱ ❘♦❜❡rts♦♥ P❑✳✱ P♦✇❡❧❧ ❏❏▼✳✳✱ ❈♦♥❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣ ✐♥ ❣❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❡❞✳
❙♣♦♥ ♣r❡ss✱ ✼✶✲✼✹✱ ✶✾✾✼✳
✶✸✵
❬✻✹❪ ▼❛❣♥❛♥ ❏✲P✳✱ ◗✉❡❧q✉❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡♥ ❣é♦t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❘❡✈✉❡ ❋r❛♥❝❛✐s❡
❞❡ ●é♦t❡❝❤♥✐q✉❡ ✹✱ ♣♣ ✸✲✶✵✱ ✷✵✵✵✳
❬✻✺❪ ▼❛❣♥❛♥ ❏✲P✳✱ ❇❛❣❤❡r② ❙✳✱ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s s♦❧s✱ ét❛t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳
❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ▲❈P❈ ♥o ✶✵✾✱ ✶✾✷♣✱ ■❙❇◆ ✷✲✼✷✵✽✻✼✶✽✵✲❳✱ ✶✾✽✷✳
❬✻✻❪ ▼❛❣♥❛♥ ❏✲P✳✱ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s s♦❧s✳ Pr❡ss❡ ❞❡ ❧✬➱❝♦❧❡
◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s P♦♥ts ❡t ❈❤❛✉ssé❡s✱ ✶✾✽✷✳
❬✻✼❪ ▼❛❣♥❛♥ ❏✲P✳✱ ❈♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s♦❧s✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬■♥❣é♥✐❡✉r✱ ❚r❛✐té ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥✱ ❈✷✶✾✳ ✶✾✾✸✳
❬✻✽❪ ▼❛t❤r♦♥ ●✳✱ ❚r❛✐té ❞❡ ❣é♦st❛t✐st✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❚♦♠❡ ✶✱ ❊❞✐t✐♦♥s ❚❡❝❤♥✐♣ ✶✾✻✷✳
❬✻✾❪ ▼❛tt❤✐❡s ❍✳●✳✱ ❇r❡♥♥❡r ❈✳❊✳✱ ❇✉❝❤❡r ❈✳●✳✱ ●✉❡❞❡s ❙♦❛r❡s ❈✳✱ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞s ✲ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙tr✉❝t✳ ❙❛❢❡t②✱ ✶✾✭✸✮ ✿ ✷✽✸✲✸✸✻✱
✶✾✾✼✳
❬✼✵❪ ▼❡✐❡r✲❍✐r♠❡r ❈✳✱ ▼♦❞è❧❡s ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥❝❡✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼❛r♥❡ ❧❛ ❱❛❧❧é❡✱
✷✵✵✼✳
❬✼✶❪ ▼✐♥♦✉① ▼✳✱ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✲ ❚❤é♦r✐❡ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❉✉♥♦❞✱ ✶✾✽✸✳
❬✼✷❪ ▼♦rs❡ ❘❑✳✱ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦♣❡r s♦✐❧ ✉♥✐ts ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ Pr♦❝❝❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶st ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❖♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❙♦✐❧ ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
❍♦♥❣ ❑♦♥❣✱ ✶✾✼✶✳
❬✼✸❪ ◆❣✉②❡♥ ❱✳ ❍✳✱ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ♠♦✲
❜✐❧❡s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬❊◆P❈✱ ✷✵✵✷✳
❬✼✹❪ ◆♦r♠❛♥ ❈❉✳✱ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ tr❛❝❦ ♠♦❞✉❧✉s ❢r♦♠ ❛ ♠♦✈✐♥❣ r❛✐❧❝❛r✳ ▼❛st❡r ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ ◆❡❜r❛s❦❛✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✹✳
❬✼✺❪ ❖❦❛❞❛ ❑✱ ●❤❛t❛♦r❛ ●❙✳✱ ❯s❡ ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ t❡st t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ r❛✐❧✇❛② s✉❜❣r❛❞❡✳
◆❉❚ ✫ ❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✷✵✵✷ ❀ ✸✺✭✷✮ ✿ ✻✺✲✼✹✳
❬✼✻❪ ❖s❝❛rss♦♥ ❏✳✱ ❉②♥❛♠✐❝ tr❛✐♥✲tr❛❝❦✲❜❛❧❧❛st ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♥❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ tr❛❝❦ ♣r♦♣r✐❡t✐❡s✳
❱❡❤✐❝✉❧❡ ❙②st❡♠ ❉②♥❛♠✐❝ ✸✼ ❀ ✷✵✵✷✳ ♣♣ ✸✽✺✲✸✾✻✳
❬✼✼❪ P❛r❡③ ▲✳✱ ❇❛❝❤❡❧✐❡r ▼✳✱ ❙é❝❤❡t ❇✳✱ Pr❡ss✐♦♥ ✐♥t❡rst✐t✐❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❢♦♥ç❛❣❡ ❞❡s ♣é♥étr♦♠ètr❡s✳
✻me ❈♦♥❣rès ❊✉r♦♣é❡♥ ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s s♦❧s ❡t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥s✱ ✶✾✼✻✳
❬✼✽❪ Pr♦✜❞✐❧✐s ❱❆✳✱ ❘❛✐❧✇❛② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❆✈❡❜✉r② ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❀ ✶✾✾✺✳
❬✼✾❪ ❘❛❞❛♠♣♦❧❛ ❙❙✳✱ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❛♣♣✐♥❣ ❧❛②❡r ✐♥ r❛✐❧ tr❛❝❦ s✉❜str✉❛❝t✉r❡✳
P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❘❛✐❧✇❛② ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❈❡♥tr❛❧ ◗✉❡♥s❧❛♥❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❆✉str❛❧✐❛ ❀ ✷✵✵✻✳
❬✽✵❪ ❘❛❝❦✇✐t③ ❘✳✱ Pr❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡s✐❣♥ ✜rst ♦r❞❡r r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❞❡s✐❣♥
❝♦❞❡s✳ ❈❊❇✱ ❇✉❧❧❡t✐♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❱♦❧✳ ✶✶✷✱ ✶✾✼✻✳
❬✽✶❪ ❘❡✈♦❧ ●✳✱ ▼✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡s ❙◆❈❋✳ ❈❯❙❚✱ ❈❧❡r♠♦♥t✲
❋❡rr❛♥❞ ■■✱ ✷✵✵✺✳
❬✽✷❪ ❘✐❝❝✐ ▲✳✱ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ❜❛❧❧❛sté❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡
❧✬❊◆P❈✱ ✷✵✵✻✳
❬✽✸❪ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ▼✳✱ ❘❡♠❛r❦s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♠ ❆♥♥✳ ▼❛t❤✳ ❙t❛t✳✱ ✷✸ ✿ ✹✼✵✲✹✼✷✱
✶✾✺✷✳
❬✽✹❪ ❘✉❜✐♥st❡✐♥ ❘✳❨✳✱ ❑r♦❡s❡ ❉✳P✳✱ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✳ ❲✐❧❡②✱ ✷✵✵✼✳
❬✽✺❪ ❙❛❧t❡❧❧✐ ❆✳✱ ❚❛r❛♥t♦❧❛ ❙✳ ✫ ❈❛♠♣♦❧♦♥❣♦ ❋✳✱ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛s ❛♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✺✭✹✮ ✿ ✸✼✼✲✸✾✺✱ ✷✵✵✵✳
❬✽✻❪ ❙❛❧t❡❧❧✐ ❆✳ ✫ ❇♦❧❛❞♦ ❘✳✱ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❋♦✉r✐❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t❡st ✭❋❆❙❚✮✳
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✷✻ ✿ ✹✹✺✕✹✻✵✱ ✶✾✾✽✳
❬✽✼❪ ❙❛♥❣❧❡r❛t ●✳✱ ▲❡ ♣é♥étr♦♠ètr❡ ❡t ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦❧s✳ ❉✉♥♦❞✱ ✶✾✻✺✳
✶✸✶
❬✽✽❪ ❙❛♥❣❧❡r❛t ●✳✱ ▲❛ré❛❧ P✳✱ ●✐❡❧❧ ❏✳✱ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥ s✐t✉ ♣❡♥❡tr♦♠❡t❡r t❡sts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ s♦✐❧s✳ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡ss❛✐s ✐♥ s✐t✉ ❞❛♥s ❧❡s s♦❧s ❡t ❧❡s r♦❝❤❡s✱ ✶✸✲✶✻
♠❛✐✱ ▲♦♥❞r❡s ✶✾✻✾✳
❬✽✾❪ ❙❛♥❣❧❡r❛t ●✳✱ Pé♥étr♦♠ètr❡ st❛t✐q✉❡ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡ ♣é♥étr♦♠ètr❡ st❛t✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s
t❛ss❡♠❡♥ts✳ ❘❡❝✉❡✐❧ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❞✉ ❈✳❆❙✳❚✳ s✉r ❧❡s ❡ss❛✐s ✐♥ s✐t✉✱ ■✳◆✳❙✳❆✳ ▲②♦♥✱
✶✾✼✶✳
❬✾✵❪ ❙❛♥❣❧❡r❛t ●✳✱ ▲❡ ♣é♥étr♦♠ètr❡ ❡t ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦❧s✳ é❞✐t✐♦♥s ❉✉♥♦❞✱ ✶✾✼✷✳
❬✾✶❪ ❙❛✉ss✐♥❡ ●✳✱ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♥✉❧❛ts tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❜❛❧❧❛st✳
❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ■■✱ ✷✵✵✹✳
❬✾✷❪ ❙❛✉ss✐♥❡ ●✳✱ ❈❤♦❧❡t ❈✳✱ ●❛✉t✐❡r P✲❊✳✱ ❉✉❜♦✐s ❋✳✱ ❇♦❤❛t✐❡r ❈✳ ❡t ▼♦r❡❛✉ ❏✲❏✳✱ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛❧❧❛st
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✉♥❞❡r ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✳ P❛rt ✶ ✿ ❆ ✷❉ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✶✾✺ ✭✶✾✲✷✷✮ ✿ ✷✽✹✶✲✷✽✺✾✳
❬✾✸❪ ❙❛✉✈❛❣❡ ●✳✱ ❘❛✐❧✇❛② tr❛❝❦ ✈❡rt✐❝❛❧ st❛t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■◆❘❊❚❙ ❘❡♣♦rt ❀ ✶✾✾✸✳
❬✾✹❪ ❙❡♠❜❧❛t ❏❋✳✱ ❉❛♥❣❧❛ P✳✱ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦❧✲str✉❝t✉r❡ ✿
❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ❞❡s ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❞❡s P♦♥ts ❡t ❈❤❛✉s✲
sé❡s ✿ ✷✺✻✲✷✺✼ ❀ ❘é❢✳ ✹✺✹✾ ❀ ♣♣ ✶✻✸✲✶✼✽ ❀ ✷✵✵✺✳
❬✾✺❪ ❙✐❝s✐❝ P✳✱ ❊t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝②❝❧✐q✉❡ ✿ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ st❛❣❡ ❙◆❈❋ ✲ ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✷✵✵✾✳
❬✾✻❪ ❙❝❤✉ë❧❧❡r ●✳■✳✱ ❙t✐① ❘✳✱ ❆ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♣♣r❛✐s❛❧ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❙tr✉❝✲
t✉r❛❧ ❙❛❢❡t② ✶✾✽✼ ❀ ✹ ✿ ✷✸✾✲✸✵✾✳
❬✾✼❪ ❙❤r❡✐❞❡r ❨✳❆✳✱ ❚❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ▼❡t❤♦❞✳ P❡r❣❛♠♦♥ Pr❡ss✱ ✷✵✵✵✳
❬✾✽❪ ❙♦❜♦❧ ■✳▼✳✱ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣
❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✶ ✿ ✹✵✼ ✲ ✹✶✹✱ ✶✾✾✸✳
❬✾✾❪ ❙♦❧ ❙♦❧✉t✐♦♥✳✱ ❘❛✐❧✇❛② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ■♥♥♦tr❛❝❦ ♣r♦❥❡❝t ✿ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ❈❤❛♠❜ér②✴❙❛✐♥t P✐❡rr❡ ❞✬❆❧✲
❜✐❣♥② P❑ ✶✺✼✳✵✵✵ t♦ P❑ ✶✺✶✳✶✵✵ ▲❛♥❡ ✶✱ ❧❛♥❡ ✷ ❛♥❞ tr❛❝❦ s✐❞❡ ❧❛♥❡ ✷✳ ●❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✱ ❏✉✐♥
✷✵✵✽✳
❬✶✵✵❪ ❙✉❞r❡t ❇✳✱ ❉❡r ❑✐✉r❡❣❤✐❛♥ ❆✳✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❆ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt
❘❡♣♦rt✳ ❘❡♣♦rt ◆✳ ❯❈❇✴❙❊▼▼✲✷✵✵✵✴✵✽✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈✐✈✐❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱
❇❡r❦❡❧❡②✳
❬✶✵✶❪ ❙✉❞r❡t ❇✳✱ ❉❡r ❑✐✉r❡❣❤✐❛♥ ❆✳✱ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♠❡t❤♦❞s✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✷✵✵✷ ❀ ✶✼✭✹✮ ✿ ✸✸✼✲✸✹✽✳
❬✶✵✷❪ ❙✉❞r❡t ❇✳✱ ❊❧é♠❡♥ts ✜♥✐s st♦❝❤❛st✐q✉❡s s♣❡❝tr❛✉① ❡t ✜❛❜✐❧✐té✳ ❈♦♥❣rès ❋r❛♥ç❛✐s ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡✱
◆❛♥❝②✱ ✸✲✼ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✶✳
❬✶✵✸❪ ❙✉❞r❡t ❇✳✱ ●❧♦❜❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
✫ ❙②st❡♠ ❙❛❢❡t②✱ ❱♦❧✉♠❡ ✾✸✱ ■ss✉❡ ✼✱ ❏✉❧② ✷✵✵✽✱ ♣♣ ✾✻✹✲✾✼✾
❬✶✵✹❪ ❙✉♣❡rtr❛❝❦✱ ❙✉♣❡rtr❛❝❦ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣r♦❥❡❝t ✿ ✜♥❛❧ r❡♣♦rt✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ s❤♦rt✲t❡r♠ ❛♥❞
❧♦♥❣✲t❡r♠ tr❛❝❦ r❡s♣♦♥s❡✳ ●✶r❞✲❝t✲✷✵✵✷✲✵✵✼✼✼✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❙◆❈❋✱ ❆❉■❋✱ ●❉❙✱ ❈❊❉❊❳✱
❊❈P✱ ▲❯✱ ❇❱✱ ✷✵✵✷✲✷✵✵✺✳
❬✶✵✺❪ ❙✉♣❡rtr❛❝❦✱ ❘✷✺✷✵✲✷✵✵✹✲✵✷✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐♠♦♥s✱ s✐t❡ ❞❡ ❇❡✉❣♥âtr❡✱ r❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❙✐❣♥❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✲❙◆❈❋✱ ✷✵✵✹✳
❬✶✵✻❪ ❚❡✐①❡✐r❛ P✳❋✳✱ ❈♦♥tr✐❜✉❝✐ó♥ ❛ ❧❛ r❡❞✉❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❝♦st❡s ❞❡ ♠❛♥t❡♥✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛s ✈í❛s ❞❡ ❛❧t❛
✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉ r✐❣✐❞❡③ ✈❡rt✐❝❛❧✳ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
❈❛t❛❧♦♥✐❛✳ ❈❖▼❙❆ Pr✐③❡ ✷✵✵✸✳ ■❙❇◆ ❇✲✸✹✸✶✸✲✷✵✵✺ ✫ ✽✹✲✻✽✾✲✷✺✸✻✲✺✱ ❘❡❣✳ ◆ ✵✹✴✽✶✷✾✻✳
❬✶✵✼❪ ❱❡❝❝❤✐❛t♦ ❙✳✱ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✵ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❉②♥❛✈♦✐❡✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡
st❛❣❡✱ ❙◆❈❋✱ ❛♦ût ✷✵✵✻
❬✶✵✽❪ ❱✐❧❧❛✈✐❝❡♥❝✐♦ ❆r❛♥❝✐❜✐❛ ●✳✱ ▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❜❛rr❛❣❡s ❞❡ rés✐❞✉s ♠✐♥✐❡rs✳
❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧✱ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❡rr❛♥❞ ■■ ✷✵✵✾✳
✶✸✷
❬✶✵✾❪ ❱②♠❧át✐❧ P✳✱ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ r❛✐❧✇❛② tr❛❝❦✳ ❇r♥♦ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❈③❡❝❤ ❘❡♣✉❜❧✐❝✱ ♣r♦❥❡❝t
◆♦✳ ✶▼✵✺✼✾✱ ✷✵✵✻✳
❬✶✶✵❪ ❨♦♥❣ ❙✳✱ ❊t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❢❡r ✭♣❛rt✐❡s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹ ❡t ✺✮✳
❘❛♣♣♦rt ❚❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❙✐❣♥❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✲❙◆❈❋✱ ✷✵✵✺✳
❬✶✶✶❪ ❩❤♦✉ ❙✳✱ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣é♥étr♦♠ètr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧é❣❡r ❞❡ t②♣❡
P❛♥❞❛✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧ ✲ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❞ ■■✱ ✶✾✾✼✳
✶✸✸
❆♥♥❡①❡ ❆
❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧♦✐
t❤é♦r✐q✉❡ à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡
♣❛r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ χ2
❆✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❊♥ st❛t✐st✐q✉❡✱ ✉♥ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à r❡❥❡t❡r ♦✉ à ❛❝❝❡♣t❡r ✉♥❡ ❤②♣♦✲
t❤ès❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✮✳
▲❡s t❡sts ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ♦✉ ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧✬❤②♣♦t❤❡s❡ q✉✬✉♥❡
❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❡s t❡sts ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t
♣❛s ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✉♥❡ ✈✳❛✳✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ♦✉ ❞❡ r❡❥❡t❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧❡ é♠✐s❡ ❛
♣r✐♦r✐✳
❉❡s t❡st ♥♦♥ ♣❛r❛♠ètr✐q✉❡s t❡❧ ❧❡ t❡st ❞❡ χ2 ✭❦❤✐✲❞❡✉①✮ ♦✉ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❀ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡sts ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♦✉ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❝❡s ❞❡✉① t❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥
❆✳✷ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✐ss✉❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡
❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❧♦✐ q✉✐ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❝❡tt❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ s✐ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡♠✲
♣✐r✐q✉❡ ❛ été ♣ré❧❡✈é ❞❛♥s ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡ ❄✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡
♥✬❡①❝❧✉ ♣❛s ❧❡s é❝❛rts✱ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡s✱ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡✳
▲❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ✉♥ ◆✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦r❞♦♥♥é EN = {xˆ1, xˆ2, ..., xˆN}✱ s✉♣♣♦sé ❞❡
t❛✐❧❧❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s♦♥t ❛ss✐♠✐❧és à ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ X ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛✐s♦♥s ❧✐é❡s ❧✐é ❡s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r ♣♦✉r X ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡
PX ✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥t ❞❡♣❡♥❞ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❛②❛♥t été ❞ét❡r♠✐♥és✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡r❛ ❛❧♦rs s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✑❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✑ ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳
✶✸✹
❆✳✸ ❚❡st ❞❡ ❦❤✐✲❞❡✉①
❙♦✐t S ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❞♦♥t ♦♥ ♥♦t❡r❛ q✉✬✐❧ ♣❡✉t r❡✈êt✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
✱ S =]−∞, b]✱ S = [a,+∞[✱ S = [a, b]✱ ❛✈❡❝ ❛✱ ❜ ❞❡s ré❡❧❧❡s ✜♥✐s✱ ♠❛✐s ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ✿
S ⊃ [xˆ1, xˆN ]✳ ❝❡ s✉♣♣♦rt ét❛♥t ❝♦♥♥✉✱ ♦♥ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❡♥ K ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I1, ..., IK ✭K << N✮ ❡t ♦♥
❝♦♠♣t❛❜✐❧✐s❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ EN ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳
❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡♥ K ❝❧❛ss❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s C1, ..., CK ✱
t❡❧❧❡s q✉❡ ∀j ∈ JK = {1, ...,K}✱ Cj ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ EN ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Ij ✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿ ⋃
j∈JK
Cj = EN Ci
⋂
i,j∈JK
Cj = ∅ ✭❆✳✶✮
❡t Nj ❞és✐❣♥❛♥t ❧✬❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ Cj ✿ ∑
j∈Jk
Nj = N ✭❆✳✷✮
♦ù N ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ EN ✳
❙♦✐t pj ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ✈✳❛✳ ❳✱ s✉♣♣♦sé❡ ♦❜é✐r à ❧❛ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ PX✱ ♣r❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Ij ✳ ◆♦t❛♥t FX ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ PX✱ ♦♥ ❛ ✿
pj = P (X ∈ Ij) = PX(Ij) = FX(xmax,j)− FX(xmin,j) ✭❆✳✸✮
♦ù xmin,j ✱ xmax,j s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ Ij ✳
❆ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❛ss♦❝✐é ❧✬❡✛❡❝t✐❢ t❤é♦r✐q✉❡ Nth,j ❞❡ Cj ✱ t❡❧ q✉❡ ✿
Nth,j = Np,j ✭❆✳✹✮
♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤❡s❡ H0 ✿ ✑❧❛ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✑✱ ❛✉✲
tr❡♠❡♥t ❞✐t ✑❧❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t
❞✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s t❤é♦r✐q✉❡s
Nth,1 = Np1, ..., Nth,K = NpK ❡t ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① N1, ..., NK ✳
▲❡ t❡st ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦①✐♠✐té s✉✐✈❛♥t ✿
D =
∑
j∈Jk
(Nj −Np,j)2
Np,j
✭❆✳✺✮
❛♣♣❡❧é ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ χ2✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r s❡r❛ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ s❡r❛ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ s✐ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉❡ ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ❛✉ ❤❛s❛r❞✮✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ D ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥
α ✜①é à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ Dα à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳
❑✳P❡❛rs♦♥ ❛ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ D ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♠♥t à ❧✬❤②♣♦t❤❡s❡ H0✳ ✐❧ ❛ ♠♦♥tré q✉❡✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦✲
t❤❡s❡ ✿ ✑∀J ∈ jK , Np,j ≥ 5✑ ✭✐✳❡✳ ❧✬❡✛❡❝t✐❢ t❤é♦r✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ✺✮✱ ❝❡tt❡ ✈✳❛✳ s✉✐t ✉♥❡
❧♦✐ ❞❡ χ2 à K − r − 1 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭✐✳❡✳ D ∼ χ2K−r−1 ♦✉ r ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡✈❛♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡st✐♠és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ EN ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ❡st ✿ ✑X ∼ N(m,σ)✱ m ❡t σ ❝♦♥♥✉s✑✱ ❛❧♦rs r = 0 ❡t D ∼ χ2K−1 ❀ ♣❛r ❝♦♥tr❡ s✐
H0 ❡st ✿ ✑X ∼ N(m,σ)✱ m ❡t σ ✐♥❝♦♥♥✉s✑✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❡st✐♠❡ ❞✬❛❜♦r❞ m ❡t σ à ♣❛rt✐r ❞❡ EN ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
D ∼ χ2K−3 ❝❛r r = 2✮✳
❧❡ t❡st ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s t❡st✱ ♠❛✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✐❝✐ ♣♦✉r st❛t✐st✐q✉❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ χ2 ✿
✶✸✺
✶✳ ❆✉ s❡✉✐❧ α ❝❤♦✐s✐ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ α = 0.05 ♦✉ α = 0.01✮ ✱ ♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ Dα t❡❧ q✉❡ ✿
P (D > Dα) = α ✭❆✳✻✮
❈❡❝✐ s❡ ❢❛✐t s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ χ2✱ s♦✐t ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥ Dα ✿
1− FD(Dα) = α ✭❆✳✼✮
♦ù FD ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ D✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ χ2K−r−1✳
✷✳ ❙✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ D ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✺ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à Dα✱ ❛❧♦rs ♦♥ r❡❥❡tt❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0
❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ α ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ H0 ♣♦✉r ❝❡ s❡✉✐❧✳ t♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ✐❧ ✐♠♣♦rt❡ ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ H0 ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ❛✉t❛♥t ❞é♠♦♥tré❡✳
✶✸✻
❆♥♥❡①❡ ❇
Pr❛t✐q✉❡ ❞✉ t❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❑♦❧♠♦❣♦r♦✈
❇✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ N ✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♦r❞♦♥♥é EN = {xˆ1, ..., xˆN} ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡
X ❞❡ ❧♦✐ PX ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳
❙♦✐t FˆMX ✉♥❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ X✱ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ EN ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
FˆMX (x) =
∑
j∈JM
∑j
k=1Nk
N
✶■Dj (x)
=
N1
N
✶■D1(x) +
N1 +N2
N
✶■D2(x) +
N1 + ...+NM
N
✶■DM (x), x ∈ χ ✭❇✳✶✮
♦ù ✿
✕ χ = [xˆ1, xˆN ] ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❀
✕ M ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 1✱ ♣❡t✐t ❞❡✈❛♥t N ❀
✕ JM ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♦r❞♦♥♥é ❞❡ ■◆ ✿ JM = {1, ...,M} ❀
✕ {D1, ..., DM} ❡st ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ X ❡♥ M ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✿
δ = |Dj | = |χ|
M
=
|xˆn − xˆ1|
M
❡t t❡❧s q✉❡✱ ∀j ∈ JM ✿
Dj =

[xˆ1 + (j − 1)δ, xˆ1 + jδ[ s✐ j ∈ {1, ...,M − 1} = JM \ {M}
[xˆ1 + (M − 1)δ, xˆ1 +Mδ] = [xˆN−1, xˆN ] s✐ j =M
✭❇✳✷✮
❙♦✐t F : ■❘→ [0, 1] ✿ x→ F (x) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à s❛✈♦✐r s✐ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ PX ❞❡ X✱ q✉✐ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♠❛✐s
❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠é❡ FˆMX ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✳
❇✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ✜①é ❞❛♥s χ✱ FˆMX (x) ❞♦✐t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
s❝❛❧❛✐r❡ FMX (x)✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1] ✿
✶✸✼
D = max
x∈χ
|FMX (x)− F (x)| ✭❇✳✸✮
♦ù ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ❜✐❡♥ q✉❡ F (x) ✭✈❛❧❡✉r ❡♥ x ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ F ✮ ♥✬❡st ♣❛s ❛❧é❛t♦✐r❡ ✿
❝✬❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t λ ≥ 0 ❡t ♣♦✉r N s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t
✭D
√
N ≥ λ✮ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ N ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✿
P (λ) = 1−
+∞∑
k=−∞
(−1)k exp(−2k2λ2) ✭❇✳✹✮
➚ t✐tr❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r
q✉❡❧q✉❡s ✈❛❧❡✉rs ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ λ✳
λ P (λ) λ P (λ) λ P (λ)
✵✱✵ ✶✱✵✵✵ ✵✱✼ ✵✱✼✶✶ ✶✱✹ ✵✱✵✹✵
✵✱✶ ✶✱✵✵✵ ✵✱✽ ✵✱✺✹✹ ✶✱✺ ✵✱✵✷✷
✵✱✷ ✶✱✵✵✵ ✵✱✾ ✵✱✸✾✸ ✶✱✻ ✵✱✵✶✷
✵✱✸ ✶✱✵✵✵ ✶✱✵ ✵✱✷✼✵ ✶✱✼ ✵✱✵✵✻
✵✱✹ ✵✱✾✾✼ ✶✱✶ ✵✱✶✼✽ ✶✱✽ ✵✱✵✵✸
✵✱✺ ✵✱✾✻✹ ✶✱✷ ✵✱✶✶✷ ✶✱✾ ✵✱✵✵✷
✵✱✻ ✵✱✽✻✹ ✶✱✸ ✵✱✵✻✽ ✷✱✵ ✵✱✵✵✶
❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ P (λ) ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ✳
▲❡ t❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s✬✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st✐♠é❡ ✭❇✳✶✮ ét❛♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡
F ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿
Dˆ = max
x∈χ
|FˆMX (x)− F (x)| ✭❇✳✺✮
♣✉✐s ✿
λˆ = Dˆ
√
N ✭❇✳✻✮
✷✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✿
❍ ✿ ❧❛ ❧♦✐ PX ❞❡ X ❛ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ✳
✸✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ α ♣❡t✐t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ α = 0, 05✱ α = 0, 025 ♦✉ α = 0, 01✱ ❡t
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭❇✳✹✮ ✭♦✉ ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✮✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r λα ❞❡ λ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
P (λα) = α
✹✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
✕ s✐ λˆ ≥ λα✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✱ ❞♦✐t êtr❡ r❡❥❡té❡
✕ s✐ λˆ < λα✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝❝❡♣té❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶
✶✸✽
▲❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬❡♠♣❧♦✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ χ2✳ ■❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s ♥♦✲
t❡r q✉✬✐❧ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ F ✳ ❖r✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ s✐ ♦♥
❝♦♥♥❛ît ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ F ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❧♦✐ N(m,σ2)✮✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît r❛r❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ m ❡t
σ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮ ❡t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡s ❡st✐♠❡r ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ t❡st ❞❡ χ2✱ ♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳
▲❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ♥❡ ♣ré✈♦✐t ♣❛s ❝❡tt❡ é✈❡♥t✉❛❧✐té✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ F ✭✈♦✐r❡ t♦✉s✮ ♣❛r ❞❡s ❡st✐♠é❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥❡tt❡♠❡♥t
❡①❛❣éré❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P (λ)✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♦♥ r✐sq✉❡ ❞✬❡tr❡ ❛♠❡♥é à ♥❡ ♣❛s r❡❥❡t❡r
✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠✐té q✉✐ ❞❡✈r❛✐t ❧✬êtr❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ❛✉ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ à
❞❡s ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❖r✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s❡ r❛♠❡♥❡r à ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ s✐ X ❡st
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞♦♥♥é❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs tr♦✉✈❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T t❡❧❧❡
q✉❡ Y = T (X) s♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞ ✿ Y ∼ N(0, 1)✳
P❛rt♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ EN = {xˆ1, ...xˆN} ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧✐♦♥s t❡st❡r ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ HX ✿ EN ❡st ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
F ❞♦♥♥é❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡✱ F ét❛♥t ❝♦♥♥✉❡✱ q✉❡ ♥♦✉s s♦②✐♦♥s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ T t❡❧❧❡ q✉❡ Y = T (X) ∼ N(0, 1)✳ ❆♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ à EN ✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ εN = {yˆ1, ...yˆN} t❡❧ q✉❡✱ ∀k ∈ {1, ..., N}✱ yˆk = T (xˆk)✳ ❆❧♦rs✱ t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ HX ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ HY ✿ εN ❡st ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Y
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❞ét❡r♠✐♥é ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ εN ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦✲
r♦✈ à ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❝❡❧❧❡✱ Φ✱ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ N(0, 1)✱ t❡❧❧❡
q✉❡✱ ∀ y ∈ R✱ Φ(y) = 1√
2pi
∫ y
−∞ e
−u2
2 du✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❛♣rès ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ T ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s t②♣❡s ❞❡ ❧♦✐s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳
❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ T ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s t②♣❡s ❞❡ ❧♦✐s ✐♥✐t✐❛❧❡s
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ N ✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ EN = {xˆ1, ...xˆN} ❡st r❡❧❛t✐❢ à ✉♥❡ ✈✳❛✳ X ❞❡ ❧♦✐ ❞♦♥♥é❡
❡t✱ s♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T t❡❧❧❡ q✉❡ Y = T (X) ∼ N(0, 1)✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s mˆX ❡t σˆ2X ❧❡s ❡st✐♠é❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ X t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
mˆX =
1
N
∑N
k=1 xˆk
σˆ2X =
1
N−1
∑N
k=1 xˆ
2
k − mˆ2X
✭❇✳✼✮
✶✳ ❈❛s ♦ù X ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ mˆX ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σˆ2X ✿
T (x) = Φ−1
(
x− mˆX +
√
3σˆX
2
√
3σˆX
)
✭❇✳✽✮
✷✳ ❈❛s ♦ù X ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ mˆX ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σˆ2X ✿
T (x) =
x− mˆX
σˆX
✭❇✳✾✮
✸✳ ❈❛s ♦ù X ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ mˆX ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σˆ2X ✿
T (x) =
lnx− mˆ
σˆ
✭❇✳✶✵✮
✶✸✾
❛✈❡❝ ✿
mˆ = ln
 mˆX√
1 + Vˆ 2X
 ; σˆ =√ln(1 + Vˆ 2X) ; VˆX = σˆXmˆX
✹✳ ❈❛s ♦ù X ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ tr♦♥q✉é❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ mˆX ✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σˆ2X ❡t ❞❡ s✉♣♣♦rt [a, b]✱
a < b ✿
T (x) = Φ−1
(
Φ(x−mˆσˆ )− C0
C1 − C0
)
✭❇✳✶✶✮
❛✈❡❝ mˆ ❡t σˆ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

mˆX = mˆ
(
1− ( σˆmˆ D1−D0C1−C0 )
)
σˆX = σˆ
√
1− (b−mˆ)D1−(a−m)D0σˆ(C1−C0) − (
D1−D0
C1−C0 )
2
avec :
C0 = Φ(
a−mˆ
σˆ ) ; C1 = Φ(
b−mˆ
σˆ )
D0 =
1√
2pi
e−
1
2
(a−mˆ
σˆ
)2 ; D1 =
1√
2pi
e−
1
2
( b−mˆ
σˆ
)2
✭❇✳✶✷✮
✺✳ ❈❛s ♦ù X ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ tr♦♥q✉é❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ mˆX ✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σˆ2X ❡t ❞❡ s✉♣♣♦rt [a, b]
✱ a < b ✿
T (x) = Φ−1
(
Φ( lnx−mˆσˆ )−A0
B0 −A0
)
✭❇✳✶✸✮
❛✈❡❝ mˆ ❡t σˆ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

mˆX =
B1−A1
B0−A0 e
mˆ+ σˆ
2
2
VˆX =
√
(B0−A0)(B2−A2)
(B1−A1)2 e
σˆ2 − 1
avec :
A0 = Φ(
ln a−mˆ
σˆ ) ; B0 = Φ(
ln b−mˆ
σˆ )
A1 = Φ(
ln a−mˆ
σˆ − σˆ) ; B1 = Φ( ln b−mˆσˆ − σˆ)
A2 = Φ(
ln a−mˆ
σˆ − 2σˆ) ; B2 = Φ( ln b−mˆσˆ − 2σˆ)
✭❇✳✶✹✮
✶✹✵
❆♥♥❡①❡ ❈
■♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s
❙♦✐t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ EN = {xˆ1, xˆ2, ..., xˆN}✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ◆✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
s♦♥t ❛ss✐♠✐❧és à ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ X ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r θ✳ P❧✉tôt q✉❡
❞✬❡st✐♠❡r ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ✱ ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ r❡❝♦✉✈r❛♥t
✓très ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t✔ ❝❡tt❡ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭■✳❈✳✮✳ ❯♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳
❈✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭IC✮ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 1−α ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ■❈
t❡❧ q✉❡ ✿ P (θ ∈ IC) = 1− α ♣♦✉r α ∈ [0, 1] ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❖♥ ❛ttr✐❜✉❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r✐sq✉❡ ✭α✮ ❛✉①
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r IC ▲❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝
❛❧é❛t♦✐r❡s✳
P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳
❈✳✷ ❋♦r♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
P♦✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❡ r✐sq✉❡ α r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s❡ tr♦♠♣❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬■✳❈
♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ♣❛s ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ré♣❛rt✐❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡
❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ α = α1 + α2✱ ♦ù α1 ❡t α2 ♠❡s✉r❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s r✐sq✉❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à
❞r♦✐t❡ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ✉♥ s❡✉✐❧ ♣❧❛❢♦♥❞✳
▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❞✐t ❜✐❧❛tér❛❧ s✐ α1.α2 6= 0✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s α1 = α2 = α2 ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st ❞✐t
s②♠étr✐q✉❡ ✭✐❧ ❡st ❞✐ss②♠étr✐q✉❡ s✐♥♦♥✮✳
▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❞✐t ✉♥✐❧❛tér❛❧ s✐ α1.α2 = 0 ✿
✕ q✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉t ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❡st✐♠❡r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ α1 = α ❡t
α2 = 0✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ IC = [a,+∞[✳
✕ q✉❛♥❞ ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ✉♥ s❡✉✐❧ ♠❛①✐♠❛❧✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ α1 = 0 ❡t α2 = α ♦♥ ❛
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ IC =]−∞, b]✳
❈✳✸ ■♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡
◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♠❡s✉ré❡ ❡st ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱
✶✹✶
✕ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♠❡s✉ré❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✭❃✸✵✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ X ∼ N(m,σ2) ❡t xˆ1, xˆ2, ..., xˆN ◆ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ X✳
❖♥ ❞é✜♥✐t mX ❡t S2X ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ X ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
mX =
1
N
N∑
i=1
xˆi ; S
2
X =
1
N − 1
N∑
i=1
(xˆi −mX)2 ✭❈✳✶✮
❈✳✸✳✶ ❈❛s ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡
❆♣rès ❝❡♥tr❛❣❡ ❡t ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
√
N mX−mσ ∼ N(0, 1)✳ ❖♥ ❛ ✿
P (−u <
√
N
mX −m
σ
< u) = 1− α ✭❈✳✷✮
♦ù u ❡st ❧❡ ❢r❛❝t✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ 1− α2 ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ N(0, 1)✳ ❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ✿
P (mX − u σ√
N
< m < mX + u
σ√
N
) = 1− α. ✭❈✳✸✮
◗✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❜✐❧❛tér❛❧ s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐
♥♦r♠❛❧❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 1− α s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
IC(m) = [m˜X − u σ√
N
, m˜X + u
σ√
N
] ✭❈✳✹✮
♦ù m˜X ❡st ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ mX s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿
✕ s✐ α = 5%✱ ❧❡ ❢r❛❝t✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ 0, 975 ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✶✱✾✻✱
✕ s✐ α = 10%✱ ❧❡ ❢r❛❝t✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ✵✱✾✺ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ✈❛✉t ❡♥✈✐r♦♥ ✶✱✻✹✳
■❧ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♥t q✉❡ s✐ α ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭♦✉ q✉❡ s✐ N ❛✉❣♠❡♥t❡✮✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❞✐♠✐♥✉❡✳
❈✳✸✳✷ ❈❛s ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡
√
N mX−mSX ∼ St(N − 1) ✭❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t à N − 1 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés✮✱ ❞✬♦ù
P (−t <
√
N
mX −m
SX
< t) = 1− α ✭❈✳✺✮
♦ù t ❡st ❧❡ ❢r❛❝t✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ 1− α2 ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ St(N − 1) ❀ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à é❝r✐r❡ ✿
P (mX − t SX√
N
< m < mX + t
SX√
N
) = 1− α ✭❈✳✻✮
▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❜✐❧❛tér❛❧ s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
1− α s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
IC(m) = [m˜X − t S˜X√
N
, m˜X + t
S˜X√
N
] ✭❈✳✼✮
♦ù m˜X ❡t S˜X s♦♥t ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ mX ❡t SX s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭N →∞✮✱ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ♣❛r ❧❛
❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✳ ❖♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳
✶✹✷
❆♥♥❡①❡ ❉
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✐♥❝❡rt❛✐♥s
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té
❞❡ s❛ ré♣♦♥s❡✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✐♥❝❡rt❛✐♥s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ✿
✕ s♦✐t ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭✈✳❛✳✮✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ■❘n✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❡✉r
❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♦✉ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❀
✕ s♦✐t ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✿ s♦✐t d ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 1 ❡t T ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡
■❘d ❀ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé (A,F , P ) ✐♥❞❡①é s✉r T ✱ à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s Rn✱ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t → X(t) = (X1(t), ..., Xn(t)) ❞❡ T ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ L0(A,Rn) ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r (A,F , P ) à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rn✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ✜①é
❞❛♥s ❚✱ X(t) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r(A,F , P ) ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ■❘n✳ ▲❡ ♣r♦❝❡s✲
s✉s ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ {X(t)✱ t ∈ T}✳
▲♦rsq✉❡ d > 1 ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭♦✉ ❛❧é❛t♦✐r❡✮ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳
❇✐❡♥ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s
ré❛❧✐st❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s♣❛t✐❛❧❡
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ t♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❧✐♠✐tés à ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❉✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
▲✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t
très ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
❉✳✶✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
❈❛s ❣é♥ér❛❧ n ≥ 1
❯♥❡ ✈✳❛✳ X = (X1, ..., Xn)T à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rn ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✱ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡
mX = E[X] ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ CX = E[(X − mX)(X − mX)T ] ❡st ❞✐t❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ s✐ s❛
❧♦✐ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té pX q✉✐ s✬é❝r✐t✱ ∀x ∈ Rn ✿
pX(x) =
1
(2pi)
n
2 |CX | 12
exp(−1
2
QX(x)) ✭❉✳✶✮
✶✹✸
❛✈❡❝
QX(x) = 〈C−1X (x−mX), x−mX〉 ✭❉✳✷✮
♦ù 〈., .〉 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ Rn ❡t |CX | ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ CX ✳
❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r n = 1
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pX(x) s✬é❝r✐t ∀(x) ∈ R ✿
pX(x) =
1
σX
√
2pi
exp[−(x−mX)
2
2σ2X
] ✭❉✳✸✮
♦ù mX ❡st ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ✭♦✉ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✮ ❞❡ X ❡t σX s♦♥ é❝❛rt✲t②♣❡✳
❉✳✶✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
❈❛s ❣é♥ér❛❧ n ≥ 1
❯♥❡ ✈✳❛✳ Y = (Y1, ..., Yn)T à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rn ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✱ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ mY =
E[Y ] ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ CY = E[(Y −mY )(Y −mY )T ] ❡st ❞✐t❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ s✐ mY ∈ (R∗+)n ❡t
s✐ s❛ ❧♦✐ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té pY q✉✐ s✬é❝r✐t✱ ∀(y) ∈ Rn ✿
pY (y) =
1
(2pi)
n
2 |b| 12
1∏n
p=1 yp
exp(−1
2
QY (y))1(R∗
+
)n(y) ✭❉✳✹✮
❛✈❡❝ ✿
QY (y) = 〈b−1(ln(y)− ln(a)), ln(y)− ln(a)〉 ✭❉✳✺✮
♦ù y = (y1, ..., yn)T ✱ a = (a1, ..., an)T ❡t ♦ù ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿
ln(y) =

ln(y1)
✳✳✳
ln(yp)
✳✳✳
ln(yn)
 ✱ ln(a) =

ln(a1)
✳✳✳
ln(ap)
✳✳✳
ln(an)
 ✱ b =

b11 . . . b1q . . . b1n
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
bp1 . . . bpq . . . bpn
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
bn1 . . . bnq . . . bnn
 ✭❉✳✻✮
❛✈❡❝✱ ∀(p, q) ∈ {1, . . . , n}2 ✿
ap =
mYp√
1+v2
Yp
✱ bpq = ln(1 +
CYpYq
mYpmYq
) = bqp ✱ vYp =
σYp
mYp
=
C
1
2
YpYq
mYp
✭❉✳✼✮
mYp ❡st ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ r❛♥❣ p ❞❡ mY ✱ CYpYq ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ r❛♥❣ (p, q) ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ CY ❡t vp ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ Yp ❞❡ Y ✳
✶✹✹
❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r n = 1
❈❡tt❡ ❧♦✐ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t s♦♥ s✉♣♣♦rt ❡st R∗+✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✈✳❛ ❨ ❞❡
❧♦✐ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ s✬é❝r✐t✱ ∀y ∈ ■❘ ✿
pY (y) =
1
y
√
2pib
.exp[−(ln(y)− ln(a))
2
2b
]✶■■❘∗+
(y) ✭❉✳✽✮
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b s♦♥t r❡❧✐és à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ µ ❡t à ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ X ♣❛r
❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✿
a = ( mY√
1+v2
Y
) ✱ b = ln(1 + v2Y ) ✱ vY =
σY
mY ✭❉✳✾✮
❉✳✶✳✸ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s❝❛❧❛✐r❡
❯♥❡ ✈✳❛✳ s❝❛❧❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ Y ❡st ❞✐t❡ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b]✱ ❛✈❡❝ a ❡t b ❞❡✉①
ré❡❧s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s t❡❧s q✉❡ a < b✱ s✐ s❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pY s✬é❝r✐t✱ ∀y ∈ ■❘ ✿
pY (y) =
1
b− a✶■[a,b](y) ✭❉✳✶✵✮
✶✹✺
